1. sada domacich uloh
Termin odovzdania: streda 13. 11. 2024, 23:59

Pravidla pre doméce ilohy najdete na http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/ulohy.html.

-

(1,5 boda) Rozhodnite, ¢i zlozeny vyrok
[(ae (-b=¢))=(dVe)]V[aVd) = (cV(bA—e))]

je tautologia. Vase tvrdenie dokézte.

Sporom ukazeme, ze ide o tautoldgiu. Nech to tautolégia nie je, teda pre nejaké ohodnotenie v premennych
mame:

= v([(lae (-b=¢c)=(dVe)]ViaVvd) = (cV(bA=e))])=0
0

Dalej dostavame:
e v(a)=1,lebov(aVd)=1(2)av(d) =0
e v(b) =0, lebo v(bA —e) =0 (3) av(w) =0.

e vae (-b=¢) =14 (-0=0)=0—no to je spor s (1).

Komentar. RieSenie je zapisané pomerne struc¢ne, nech vidite, ako mozno pisaf riesenia na skiskach.
Taktiez je napisané inym $tylom ako v materidloch k cviéeniam. Najprv sme naznacili pomocou odsadenia,
¢o z ¢oho vyplyva — tym sme spravili rozbor z toho, ¢o vietko vieme usudit z toho, Ze vyrok je nepravdivy.
Takto sme dostali ohodnotenie niektorych elementarnych vyrokov a troch zlozenych vyrokov (1), (2), (3).
Na zdklade uréeych elementdrnych vyrokov sme sa potom vedeli posunit “d’alej. Ak by sme chceli byt este
strujénejsi, tak sa dali aj tieto zdovodnenia nazanacit sipkami.

-

(1,5 boda) Rozhodnite a nésledne dokdzte, ¢i pre lubovolné dve mnoziny A, B plati:
a) P(AUB)— (P(A—B)UP(B—-A)) CP(ANB)—-P(A- B)
b) P(AUB) — (P(A— B)UP(B—-A)) D P(ANnB) —P(A- B)

Intuicia

Najskor sa intuitivne zamyslime, ako vyzeraji podmnoziny, ktoré sa mozu vyskytnif na lavej a pravej
strane.
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Na lavej strane mdme na zaciatku podmnoziny A U B (oznacené zelenou), pricom odstrdnime také, ktoré
sa celé zmestia do A — B alebo B — A (vyplnené krizikmi). Vyzera to preto tak, ze zostand len také, ktoré
maju prvky v prieniku A N B alebo v aspon dvoch ,regiénoch* diagramu.

Podobne vieme urobit tivahy pre pravii stranu. Povodne st v nej podmnoziny A N B (oznacené zelenou), a
potom odstranime také, ktoré sa celé zmestia do A — B (vyplnené krizikmi). Vyzerd to tak, ze sme ziadne
podmnoziny neodstranili, lebo sme odstranovali z ,regiénu®, v ktorom sme pévodne ziadne podmnoziny
nemali.

Preto to vyzera tak, Ze a) vo vSeobecnosti nebude platit a b) bude. Vieme teda, ¢o mdme ist dokazovat.

To, ¢o je uvedené v predoslych odsekoch, vSak nie je dokaz. Dovodom je, Ze vysvetlenia st velmi végne
naformulované, preto lahko moézeme prehliadnut nejaké podmnoziny. Napriklad by sme sa mohli dovtipit,
7ze P(ANB) —P(A— B) =P(AN B). To vsak neplati, lebo kazdd potenénd mnozina obsahuje aj prazdnu
mnozinu — a teda prazdna mnozina nebude prvkom lavej strany, no bude prvkom pravej. Dovod, preco
tvrdenia dokazujeme formélne, je, Ze néas to dost casto uchrdni od takychto chyb.

Podiloha a)

Ked chceme ukdzat, Ze nejakd inklizia neplati vo vSeobecnosti, sta¢i ndjst dve mnoziny A, B, pre ktoré
neplati. Z obrazkov v intuitivnych tivahach sa javi, ze ak budeme mat nejaké prvky v AN B aj v A — B, tak
vznikni nejaké podmnoziny, ktoré budu iba na Tavej strane. Skidsme si teda zobrat A = {1,2}, B = {2}.
Potom

P(AUB)— (P(A—B)UP(B—A)) =
P(ANB) —P(A— B)

A28 AL 28 - ({0, {13 u{0}) = {{2},{1,2}},
A2 = H{0.{13} = {{2}}-
Vidime, ze pre tieto dve mnoziny P(AU B) — (P(A— B)UP(B — A)) £ P(AN B) — P(A — B), preto tato

inklizia neplati. Vsimnime si este, ze s druhou inkliziou zatial problém nemdme.

{0
{0

Podiloha b)

Tito inkliziu by sme cheeli dokézat. Na to by sme pre vetky mnoziny cheeli vediet, ze ak X € P(ANB) —
P(A—B), tak aj X € P(AUB)— (P(A—B)UP(B— A)). Pri takychto tlohéch je fajn si najskor z definicif



(t. j. ekvivalentnymi tipravami) prepisat tieto podmienky. Podme teda na to.

X € P(ANB) - P(A- B),

X eP(ANB)A—(X € P(A— B)), (definicia mnozinového rozdielu)
XCANBA-(XCA-B), (definicia potenénej mnoziny)
VeeX:z€e ANB)A~(Vzx e X:z € A— B), (definicia podmnoziny)
VeeX:z€e ANB)AN(3Bzx € X: ~(x € A— B)), (negécia kvantifikovaného vyroku)
VeeX:(r€e ANz eB)AN(Fxe X: ~(x € ANz ¢ B)), (definicie mnozinovych operacif)
VxeX:(xe ANz eB)AN(Frxe X: (x¢ AVzx e B)). (De Morganov zakon)

Vsimnite si, ze sme nerobili ziadne myslienkové tvahy, islo iba o priamociaru aplikdciu definicii a pravidiel
na zjednoduSovanie negacii. Ked budeme podobne upravovat druhii podmienku (vyskisajte si, je to dobré
cvicenie), dostaneme, ze
XePAUB)—(P(A-—B)UP(B—A))
54
VeeX:(x€eAVaeeB)ANEBzeX: (¢ AVeeB)AN(Fxr e X: (x ¢ BVzxeA).

Chceme teda z predpokladu

VreX:(xe ANz eB)AN(Fre X: (x¢ AVz € B)))

(P1) (P2)

dokézat zaver

VreX:(reAVaeeB)N(Tre X: (e ¢ AVe e B)AN(FJr e X: (x ¢ BVxeA).

(21) (22) (Z3)

Vsimnime si, ze (Z1) priamo vyplyva z (P1), lebo kedze vSetky prvky musia patrit do A aj B, tak mame
splnené pre lubovolny prvok obe strany disjunkcie (Z1) a na jej pravdivost staci splnenie jednej z nich.

Dalej, (Z2) je to isté ako (P2), tym tento zdver mame dokézany priamo v predpoklade.

A nakoniec treba dokézat (Z3). Z (P2) vieme, ze X nemoze byt prdzdna. Z (P1) vieme, ze vSetky prvky
X musia patrit do A. Preto urcite mame prvok z X, ktory patr{ do A. A tym uz mdme pre nejaky prvok
splnent pravu stranu disjunkcie (Z3), ¢im je pravdiva celd.

Podarilo sa ndm teda dokazat implikdciu
(XePANB)—PA-B))=(XeP(AUuB)— (P(A-B)UP(B—-A))),
pricom tento dokaz bol nezévisly od volby X, a preto mame aj
P(ANnB)—P(A—B)CP(AUB)— (P(A—B)UP(B-A4)),

ako sme checeli.

Uloha 3

(2 body) V rade je ulozenych 2" + 1 policok, pricom prvé a posledné policko si zasvietené a zvysné
policka si zhasnuté. Na prvom (najlavejsom) policku sa nachddza robot, ktorému mozeme dévaft
nasledovné prikazy:

e vpravo: robot sa pohne o 1 policko doprava (pokial je na poslednom policku, tak sa nepohne).



e vlavo: robot sa pohne o 1 policko dolava (pokial je na prvom policku, tak sa nepohne).

e zazni: pokial sa robot nachidza na policku, ktoré je presne medzi dvomi zasvietenymi polickami,
tak toto policko zazne. V opatnom pripade sa ni¢ nestane.

Dokéazte, ze pre vSetky celé ¢isla n > 0, vieme pomocou n - 2" alebo menej prikazov zazat vsetky
policka.

Priklad. Pre n = 3 mame 23 4+ 1 = 9 policok, ktoré si moézeme oéislovat 0,1,...,8. Prikazy mozeme
davat napriklad takto:
prikaz | akcia robota
vpravo | Posun na policko 1
vpravo | Posun na policko 2
vpravo | Posun na policko 3
zazni | Ni¢ sa nestane, lebo policko 3 sa nenachddza presne medzi polickami 0 a 8
vpravo | Posunieme sa na policko 4
zazni | Robot zazne policko 4, lebo sa nachadza presne medzi polickami 0 a 8
vlavo | Posun na policko 3
vlavo | Posun na policko 2
zazni | Robot zazne policko 2, lebo sa nachddza presne medzi polickami 0 a 4
Po tychto deviatich prikazoch svietia $tyri policka (0, 2, 4 a 8).

Bonus (1 bod) Napiste program, ktory zo vstupu nacita nezdporné celé ¢islo n a vypise postupnost
prikazov (v kazdom riadku jeden prikaz), pomocou ktorej zasvietime vSetky ziarovky. Vo vasom rieseni
aj zdovodnite, preco v4s program funguje. (V idedlnom pripade sa sta¢i vhodne odvolat na rieSenie
ulohy 3).

To, ze mozno policka rozsvietif, ukazeme najlahsie tak, Ze opiSeme algoritmus pre robota. N4§ dokaz bude
mat preto taki podobu. Pri algoritme budeme chciet opakovat nejaké vzory — na to ndm v matematike slizi
matematickd indukcia. Okrem opisu algoritmu aj nou dokazeme, ze algoritmus naozaj funguje a ze vykona
pozadovany pocet prikazov. Takémuto rieseniu priamociaro zodpovedd aj program, ktory ku koncu kazdého
rieSenia uvedieme.

Indukcia delenim na polovice

Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou.

Béza. Pre n = 0 mame 2° + 1 = 2 policka, ktoré obe svietia. Preto nemusime robit ni¢, ¢m sme tlohu
vyriesili na 0 < 0 - 2° prikazov.

Indukény krok. Uvazujme teraz celé n > 0. Predpokladajme, Zze pre n tvrdenie plati, teda ze rad 2™ + 1
poli¢ok, kde prvé a posledné policko st zasvietené, vieme zazat na n - 2" alebo menej prikazov.

Dokézeme, ze tvrdenie plati aj pre n + 1, teda, ze rad 2"+! 4 1 policok, kde prvé a posledné policko si
zasvietené, vieme zazat na (n+1)-2""! alebo menej prikazov. Poli¢ka oc¢islujeme 0,1, ..., 2" 1. Rozsvietime
ich nasledovne:

1. Pomocou 2" prikazov vpravo presunieme robota na prostredné policko (s éislom 2" = (0 + 2"+1)/2).
2. Zazneme prostredné policko: 1 prikaz zazni.

3. Rozsvietime vSetkych 2" + 1 policok od 0 po 2" — to je mozné vdaka indukénému predpokladu (obe
krajné svietia) a pouzijeme na to najviac n - 2" prikazov.

4. Pomocou niekolkych prikazov vpravo vratime robota na stredné policko. Ked'ze policko 0 uz svietilo,
tak robot na nom skon¢il, preto nam staci 2" — 1 posunov vpravo.



5. Rozsvietime vsetkych 2" + 1 policok od 2" po 2"t! — to je mozné vd'aka indukénému predpokladu
(obe krajné svietia) a pouzijeme na to najviac n - 2" prikazov.

Tymto sme rozsvietili vSetky ziarovky a pozili sme pritom najviac
2"+ 1) +n-2"+ (2" 1) +n-2"=2-2"4+2.n-2" = 2" L . 2" = (n 4 1) . 2" prikazov,

¢o sme aj cheeli dokézat. Dokaz indukciou je tak ukonceny.

Program. Pri pisani programu narazime na isty problém — 1plne technicky nie je spravne zacaf riesit
problém pre n + 1 pohybmi vpravo. Prisne vzaté, ndm to vravi, ze ked ideme vyuzit indukény predpoklad,
tak Tavi polovicu za¢neme tieZ tym, Ze sa hybeme vpravo. Avsak do stredu lavej casti sa potrebujeme
pohnit pohybom vpravo. Tento detail sa stratil v slovhom opise riesenia. Mozeme si predstavit, Ze sme
akoby precislovali lavii ¢ast, aby stred (teda zaciatoéné pozicia robota v lavej éasti), mal ¢islo 0. Tymto sme
vymenili vlavo a vpravo. To si v pisanom texte lahko predstavime, ale pri programovani je to narocnejsie.
Na vyriesenie tohto problému viésinou pride vhod pridanie d’alsich parametrov do nasej rekurzivnej funkcie.
Napr. ¢ bool parametra, ktory ndm hovori, ¢i sa hybeme vpravo alebo vlavo.

Uvedieme riesenie, kde priddme dva parametre zaciatok a koniec, ktoré nam udévaja zaciatok a koniec
tseku, ktory robot m4 rozsvietit, pri¢om sa nachidza na pozicii zaciatok. Oproti algoritmu opisanom v
indukénom kroku nespravime vela zmien. Najvicsou je to, ze sa nehybeme vidy vpravo, ale smer pohybu
zistime podla vzajomnej polohy zaciatku a konca.

Okrem napisania samotného algoritmu si doniho vieme dat pomocné funkcionality, ktoré ndm budu kontrolo-
vat, Ze robime to, ¢o mame. PriebeZne si pamitdme poziciu robota a pre kazdé policko, ¢i je zasvietené. Tak
si vieme skontrolovat, Ze zazinané policko je vzdy medzi dvomi zasvietenymi. Podobne si skontrolujeme aj,
¢i vietky policka na konci svietia a ¢ sme pouzili sprdvny tahov. Takato kontrola je uzitoéné (alebo asporn
ru¢nd kontrola na malych vstupcoh) — niektory studenti totiz odovzdali programy, ktoré ani na malych
vstupoch nedévali spravny vysledok. To by sa vdm nemalo pri programéatorskych tilohdch stavat.

Vsimnite si v uvedenom programe jeho podobnost s dékazom v indukénom kroku. Tym, Ze sme tiito po-
dobnost dodrzali, tak nds dokaz z 3. tlohy aj dokazuje spravnost tohto programu. (Uplne poriadny dokaz
spravnosti to nie je, ale taky nam stacil pre potreby tohto predmetu.)

#include <cassert>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

// pomocne globalne premenne, v ktorych si udrziavame stav planu
int pozicia = 0;

vector<bool> svieti;

int dlzka;

int prikazy = 0;

// pohyb vpravo - okrem vypisania aktualizujeme nase pomocne premenne
void vpravo() {

if (pozicia < dlzka) poziciat+;

cout << "vpravo\n";

prikazy++;

}

// pohyb vlavo

void vlavo() {
if (pozicia > 0) pozicia--;
cout << "vlavo\n";
prikazy++;



// Funkcia, ktora pre zadane n vypise postupnosti priazov. Funguje na rekurzivnom principe opisanom v
rieseni. Do funkcie sme pridali dva parametre: zaciatok (pociatocna pozicia robota) a koniec (koniec
useku, ktory robot rozsvecuje).

void solve(int n, int zaciatok, int koniec) {
if (n == 0) return; // Vtedy nic nerobime

// stredne policko
int stred = (zaciatok + koniec) / 2;
assert((zaciatok + koniec) % 2 == 0); // kontrola, ci stredne policko existuje
// 1. Presun do stredu: 2°(n - 1) prikazov vpravo, resp. vlavo
for (int i = 0; 1 <1 << (n - 1); i++) {
if (zaciatok < koniec) vpravo();
else vlavo();
}
// 2. Zazneme prostredne policko
assert(svieti[zaciatok] and svietil[koniec]); // kontrola, ze sa nachdza medzi dvomi zasvietenymi
cout << "zazni\n";
svieti[stred] = true;
prikazy++;
// 3. Rozsvietime lavu cast, teda od stred (tu sa teraz nachadzame) po zaciatok
solve(n - 1, stred, zaciatok);
// Vratime sa do stredu - nevieme kolko prikazov vykoname, ale bude to najviac 2°(n - 1) - 1
while (pozicia != stred) {
if (zaciatok < koniec) vpravo();
else vlavo();
}
// 3. Rozsvietime pravu cast, teda od stred (tu teraz sme) po koniec
solve(n - 1, stred, koniec);

¥

int main() {
int n;
cin >> n;

dlzka = (1 << n) + 1;

svieti = vector<bool>(dlzka, false);
svieti[0] = true;

svieti[dlzka - 1] = true;

solve(n, 0, dlzka - 1);

// Zavercna kontrola
for (int i = 0; i < dlzka; i++) assert(svietil[il);
assert(tahy < n * (1 << n));

Technicky detail: pre po¢itanie mocnin dvojky pouzivame bitovy posun (¢o je najefektivnejsi sposob). Teda
2™ pocitame ako 1 << n.

RieSenie zovseobecnenim dokazovaného tvrdenia

Predoglé rieSenie ma problém, Ze nevieme, kde robot skonéi po pouziti indukéného predpokladu. Tento
problém sme vyriesili tym, ze sme tento pocet odhadli ¢islom 2" — 1. Inym rieSenim tohto problému je
zovSeobecnitf dokazované tvrdenie, aby sme vedeli, kde presne skonéime. Sposobov zovSeobecnenia je viacero.
Jeden z pomerne efektivnych je nasledovny.

Dokézeme, 7e pre kazdé n € NT plati: Nech mame policka 0,1,...,2", pricom policka 0 a 2" svietia a
robot zaéina na policku 0. Potom robot vie s vyuzitim najviac n - 2" prikazov zazat vsetky policka. Navyse,
robotovi vieme uréit, ¢ skonéf na policku 1 alebo 2" — 1.

Dokonca, ak by sme chceli, mézeme dokazovat, Ze robot vykons presne (n + 3)2"~! — 2 prikazov. Toto
tvrdenie mozno opéit dokézat indukciou. Nazna¢ime len indukény krok (za predpokladu, Ze tvrdenie plati
pre n — 1) pre pripad, Ze robot m4 skon¢it na policku 1:

1. Pohneme robota do stredu: 2"~ ! prikazov.



2. Zazneme stred: 1 prikaz.

3. Pouzijeme IP na pravii polovicu, pricom robotu vyberieme, nech skonéi hned nalavo od miesta, kde
zacal (teda na policku 27! + 1: (n + 2)2"~2 — 2 prikazov.

4. Vréatime robota do stredu: 1 prikaz

5. Pouzijeme IP na lavii polovicu, pricom robotu vyberieme, nech skonéf na opacnej strane tiseku (teda
na policku 1), ako zacal: (n + 2)2"~2 — 2 prikazov.

Tym vsetko rozsvietime na

2 1+ (n+2)2" 2 =241+ (n+2)2" 2 —2=2""1 4 (n+2)2" 1 —2=(n+3)2"" -2 prikazov.

Riesenie dvomi prechodmi

Predhovor. Na zdver ukdzeme este jedno efektivnejsie rieSenie (s rddovo mensim poctom prikazov) a aj
zalozené na pomerne jednoduchej idei: Robot najprv péjde doprava, pricom zazne kazdé policko, ktoré bude
moct. Potom robot ide vlavo a zazne zvy$né policka. Avsak nie je tiplne jednoduché dokdzat, Ze je spravne.
Spravnost oboch casti dokdZeme matematicou indukciou. Na to treba sformulovat vhodné tvrdenie, ktoré
budeme dokazovat. To bude zahriat aj poziciu robota, aby sme mohli tvrdenia potom spojit dohromady.

Policka si o¢islujeme zlava doprava 2™,2" —1,...,1,0, pricom robot za¢ina na policku 2". Pocitanie tahov
si rozdelime na poéitanie prikazov zazni a pohybov, teda prikazov vlavo a vpravo. Vidy ked vykondme
prikaz zazni, tak skontrujeme, ¢i sa svetlo rozsvieti — teda ¢ ho vobec moZno rozsvietit a tiez, ¢i ho
nerozsvecujeme podruhykrat. Takto zaruc¢ime, Ze prikazov zazni vykondme presne 2" — 1 (tolko, kolko je
zhasnutych policok). Vo zvysku riesenia tak budeme pocitat len pocet pohybov.

Tvrdenie 1. Pre kazdé n € N plati: Nech mdme policka 2", ...,1,0, z ktorych krajné svietia a robot zacina
na policku 2™. Potom robot vie rozsvietit policka, ktoré si mocniny dvoch, na 2" — 1 pohybov, pricom skonéi
na policku 1.

Dékaz. Indukciou. Pre n = 0 sme uz hotovi a ni¢ netreba robif. Tvrdenie teraz dokdzeme pre n > 1 za
predpokladu, ze plati pre n — 1. Robotom pohneme 2"~ !-krat vpravo, ¢fm ho dostaneme na policko 271,
ktoré zazneme — je totiz medzi zasvietenymi 2" a 0 (a také policko existuje, kedze n > 1). Ostali ndm policka
2n=1 .. 1,0, z ktorych krajné svietia. Podla indukéného predpokladu ich vieme zvysné policka rozsvietit
na 2"~! — 1 pohybov (a aj skonéit na policku 1). Teda spolu mame 27~ +2"~1 — 1 =27 — 1 pohybov. [

Tvrdenie 2. Pre kaZdé k € N1 plati: Pre vietky n € N plati: Nech mdme policka 2",...,1,0, z ktorijch
svietia vSetky mocniny dvoch a policko 0. Potom ak sa robot nachddza na policku 2™ — k a vsetky policka s
¢islom 2™ — k alebo niZsim st rozsvietené, tak robot vie zaZat vietky policka na k — 1 pohybov.

Dokaz. Pre k = 1 sa robot nachadza na policku 2" — 1, ktoré podla predpokladu tvrdenia svieti a taktiez
svietia aj vSetky policka s nizsim ¢islom. VySsie ¢islo m4 len policko 27, ktoré tiez svieti. Nie je teda potrebné
robit nic.

Dalej dokézeme platnost tvrdenia pre k > 1 za predpokladu, Ze plati pre k — 1. Poziciu robota ozna¢me
p = 2" —k. Pre k > 2* je predpoklad vety nepravdivy, preto automaticky plati. Dalej uvazujeme len k < 2*.
Robota posunieme prikazom vlavo na policko p+ 1. Ak policko p+ 1 nesvieti, tak ukdzeme, ze ho robot vie
zazat.

Nech ¢ je najmensie také éfslo, pre ktoré plati 2¢ > p + 1 (teda 2¢ je najblizsia mocnina dvoch nalavo od
robota). Preto p+1 > 2=, Vzdialenost medzi polickami 2¢ a p+1 je 26 — (p+1) < 26 —20-1 =261 < p 41,
Kedze p+ 1 > 21, tak v rade policok vieme najst policko napravo, ktoré bude v rovnakej vzdialenosti —
teda ide o policko p+ 1 — 2¢=1. Podla predpokladu tvrdenia st obe z policok 2¢ a p+ 1 — 2= zasvietené, a
preto vieme zasvietit aj policko p + 1.



Teraz mame robota na policku p+ 1 = 2" — (k — 1) a vSetky policka napravo vratane policka p + 1 svietia.
Preto podla indukéného predpokladu robot vie rozsvietit vSetky policka na k — 2 pohybov. Spolu s jednym
pohybom vlavo, ktorym sme robota presunuli na policko p + 1, tak dostdvame k& — 1 pohybov, ako sme
chceli. O

Teraz uz len spojime tieto tvrdenia do tiplného dokazu pre n > 1 — pre n = 0 ndm zjavne staci 0 < 0 - 2°
prikazov. Najprv podla tvrdenia rozsvietime vSetky mocniny dvoch s vykonanim 2" —1 pohybov a skon¢ime
s robotom na policku 1. Policko 1 = 2" — (2™ — 1) teraz svieti a tiez aj vSetky policka napravo od neho
(menovite policko 0). Mdme teda splnené predpoklady tvrdenia [2} a preto vieme vSetky policka rozsvietit
na 2" —1—1 = 2" — 2 pohybov. Teraz spocitame vSetky pohyby a pripoc¢itame k nim 2" — 1 prikazov zazni,
¢im dostaneme celkovo

2" -1)+ (2" -2)+ (2" = 1) = 3-2" — 4 pohybov.

Na zaver uz len dokdzeme, ze plati
3:2" —4<n-2™

To je totiz ekvivalentné nerovnosti —4 < (n — 3) - 2". Ruéne overime, ze plati pre n € {1,2}. Pre n > 3 je
(n—3)-2" >0, ¢o je viac ako —4.

Poznamka k tvrdeniu 2. V tomto rieSeni sme uviedli tvrdenie velmi poriadne. Idea vSak nie je a7 takd
zlozit4. Pocas pohybu vlavo si udrziavame, ze vsetky policka napravo od robota svietia. Ked sa ndm toto
podari zachovaf, tak po prichode na lavy kraj bude vsetko rozsvietené. A v zdsade presne aj to robime v
dokaze — predpokladdme, Ze uz vsetko vlavo je zasvietené a ukaZeme, Ze po pohybe vlavo vieme zasvietit aj
toto nové policko. Indukcia ndm tu slizi len na formdlne vyjadrenie opaokovania tohto procesu.

Program. Toto rieSenie zodpovedd nasledovnému programu.

#include <cassert>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

void doprava(int n) {
if (@ > 0) {
for (int i = 0; 1 <1 << (n - 1); i++) {
cout << "ypravo\n";
}
cout << "zazni\n";
doprava(n - 1);

}

void dolava(int n, int k) {
if (k > 1) {
cout << "vlavo\n";
int pozicia = (1 << n) - k + 1;
if ((pozicia & (pozicia - 1)) != 0) { // ak pozicia nie je mocnina dvoch
cout << "zazni\n";
¥
dolava(n, k - 1);

}

int main() {
int n;
cin >> n;
doprava(n) ;
dolava(n, (1 << n) - 1);



7 programétorského hladiska ide o velmi zlozito napisané rieSenie. Rekurzivne funkcie sa daji nahradit
jednoduchymi for cyklami. Taktiez pouZzitie parametru k vo funkcii dolava je velmi fazkopadne. Tento
program vSak nemd za ciel dodrZiavat dobré programatorské zasady. Je napisany, aby ilustroval fungovanie
nisho dokazu. Potom otestovanim tohto programu si vieme skontrolovat a aj lepsie predstavit spravnost
nasho matematického dokazu.

V tomto programe sme nepisali pomocné prikazy na kontrolu. Avsak mozno ich tam dopisat na podobny
5tyl ako v predoslom rieseni. Alebo si mozeme napisat samostatny prgoram, ktory ndm bude kontrolovat
vystup tohto programu.



