2. sada domacich iloh
Termin odovzdania: piatok 3. 1. 2025, 23:59

Pravidla pre domadce 1lohy nédjdete na http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/ulohy.html.

V 1ilohe mozno ziskat celkovo aZ 7 bodov. Dva body navyse si brané ako bonus (najmd z ulohy 1).

Uloha 1

Uloha 1. Nech Bij(N) oznac¢uje mnozinu vSetkych bijekcii z N do N. Na mnozine vsetkych zobrazeni z N
do N (teda na NV) definujeme reléciu R tak, ze pre kazdé f, g € NN plati

fRg < (3h € Bij(N))(f = hog).
a) (1 b) Dokézte, ze R je relaciou ekvivalencie na NN,

b) (0,3 b) Uved'te jednu triedu rozkladu mnoziny NN, ktory je indukovany reldciou ekvivalencie R. Roz-
hodnite, ¢i je tato trieda spocitatelna.

c¢) (1 b) Nech Sk oznacuje rozklad mnoziny NV indukovany reldciou ekvivalencie R. Rozhodnite, ¢ mé
Sr spocitatelne vela tried.

d) (0,7 b) N4jdite vsetky kardindlne ¢isla, ktoré mozu byt mohutnostou niektorej triedy rozkladu Sg.

a) Dokaz relacie ekvivalencie

Reflexivnost. Relacia R je reflexivna, lebo pre kazdé f € NN plati f = idyof a identita je bijekcia.

Symetrickost. Reldcia R je symetricka, lebo pre kazdé f, g € NN plati
fRg=3heBij(NV): f=hog= f=hog=g=h"'of= gRJ,

ked'Ze k bijekcii h existuje inverzné zobrazenie h~1, ktoré je tiez bijekcia.

Tranzitivnost. Reldcia R je tranzitivna, lebo pre kazdé f, g, h € NN plati

fRg N gRh
J
f=kogAg="{oh, pre nejaké k, ¢ € Bij(N")
U
f=ko(loh)=(kol)oh
!
fRh,

ked'ze zloZenie dvoch bijekcii je tiez bijekcia.

Tymto sme ukézali, ze R je relaciou ekvivalencie na NV,


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/ulohy.html

b), d) Mohutnosti tried

Tieto podilohy vyriesime naraz. Najprv uvedieme, aké mozné mohutnosti moézu mat jednotlivé triedy roz-
kladu.

Trieda konstant. Uvazujme triedu R[fo], kde fo(z) = 0 pre vsetky x € N. Této trieda obsahuje také
zobrazenia g, pre ktoré plati

gRfo < 3h € Bij(N): g = ho fo < Jh € Bij(N): Vo € N: g(x) = h(z(fo)) = h(0).

Teda trieda R[fy] prave vsetky zobrazenia s predpisom g(z) = h(0) pre nejaki bijekciu h. Toto si zjavne
vietky konstantné zobrazenia. Mnozina vSetkych konstantnych zobrazeni je spo¢itatelnd: prirodzenému éislu
n priradime konstantné zobrazenie f(x) = n, ¢o je zjavne bijekcia. Presnejsie, |[fo]| = |N| = No.

Trieda bijekcii. Uvazujme triedu Rlidy]. T4 obsahuje vSetky zobrazenia g, pre ktoré plati
gRidy & 3hBij(N): g = hoidy < Bij(N): g = h,

teda R[idy] = Bij(N). Ukézeme, Ze ide o nespocitatelntii mnozinu. Kazdej nekonecnej bindrnej postupnosti
(an)22, priradime zobrazenie f: N = N s predpisom

2 k a, =0 2 1 ka,=0
£(2n) = n, ak ap , Fon+1) = n—+1, aka, ,
2n+1, aka, =1, 2n, ak a, = 1.

Zobrazenie f je zjavne bijekcia. Pokial sa dve bindrne postupnosti lisia na indexe n, tak im priradené zobra-
zenia majui vymenené prvky 2n a 2n+ 1. Nasli sme tak injekciu B = Bij(N), kde B je mnozina nekoneénych
bindrnych postupnosti. Preto | Bij(N)| > |B| = ¢, a teda trieda R[idy] = Bij(N) je nespocitatelns. Este
ukdzeme, ze mohutnost tejto triedy je presne c:

(1) (2)
[Rlidy]| = | Bij(M)] < INY] = 8 < 2% = .

Nerovnost (1) plati, lebo Bij(N) € NN. Nerovnost (2) vyplyva z toho, ze 2 < g [Skoviera, Tvrdenie 2.18
(k)]. Ked'ze | Bij(N)| > ¢ a | Bij(N)| < ¢, tak z Cantorovej-Bernsteinovej vety méame | Bij(N)| = c.

Pre vyriesenie tlohy b) stacil jeden z tychto prikladov. Pre 1lohu d) st relevantné oba — tym sme ukézali, ze
triedy rozkladu moézu mat mohutnosti Ny a c. RieSenie dokonéime tym, ze ukdzeme, Ze ziadne iné kardindlne
¢isla nie st mohutnostou nejakej triedy.

Na zaciatok zdovodnime, 7e kazd4 trieda je nekoneénd. Uvazujme triedu Tubovolného zobrazenia f. Nech h
je bijeckia, ktora vymiena ¢islo f(0) s prvkom n pre nejaké n € N. Potom (h o f)(0) = h(f(0)) = n. Takto
sme nasli pre kazdé n € N iné zobrazenie, ktoré je v triede s f, preto |R[f]| > Ro.

Neporiadne dokonéenie Ked'ze |[NY| < ¢ a kazd4 trieda je podmnozinou NV, tak jej mohutnost je najviac
c. Pre mohutnost kazdej triedy rozkladu tak plati g < |R[f]| < c¢. Pokial predpokladdme, Ze neexistuje
kardinalne ¢islo medzi Ny a ¢, tak nam ostali len kardindlne ¢isla Xg a ¢, ku ktorym sme uz uviedli priklady
tried.

Poriadne dokonéenie. Este naznac¢ime, ako sa to dalo dokonéif poriadne, bez vyuzitia predpokladu, Ze
medzi Ny a c nie st iné kardindlne ¢éfsla. Pri tom ndm pomoze uvedomit si, ako tieto triedy vlastne vyzeraju,
resp. ¢o robi bijekcia h. V zlozeni h o g najprv zobrazime kazdé prirodzené ¢islo na nejaké prirodzené ¢islo.
A potom vysledné hodnoty zobrazenia g bijektivne zmenime na iné hodnoty. Napr. ak ¢(0) = ¢g(1) = 4
a g(n) = 7 pre vsetky n > 2, tak vSetky zobrazenia h o g vyzeraji tak, ze 0 a 1 zobrazuji na nejaké
prirodzené cislo a vSetky ostatné prirodzené cisla na nejaké iné prirodzené cislo. Kazdé zobrazenie h o g
je teda jednoznaéne uréené tym, kam h zobrazi 0 a 1, teda dvojicou prirodzenych ¢isel. Tato trieda je
spocitatelnd. Vo vSeobecnosti, pokial je obor hodndt H(g) zobrazenia g koneény, tak zobrazenie h o g je



jednoznaéne uréené tym, kam bijekcia h zobrazuje prvky z H(g). Preto takéto triedy R[g] maji mohutnost
No.

Ak je H(g) nekonecny, tak uz dostaneme ¢ moznych zobrazeni z H(g) do N (treba si este dat pozor na to,
aby sa toto zobrazenie dalo doplnit na bijekciu z N do N), teda v tychto pripadoch je |R[g]| = c.

c) Spocitatelnost rozkladu

UkéZeme, Ze rozklad obsahuje nespoéitatelne vela tried. Nech A je mnozina nekoneénych bindrnych postup-
nost{ (resp. zobrazen{ N — {0, 1}), ktoré zac¢inaji nulou (resp. f(0) = 0). Plat{ | 4| = ¢, nakolko odstrdnenie
nuly zo zaciatku je bijekcia do nekoneénych bindrnych postupnosti. Ukdzeme, ze kazdé zobrazenie z A mé
vlastnu triedu, teda ze pre vsetky f,g € A plati

R[f]=Rlgl=f =g

Tvrdenie dokdzeme sporom. Nech R[f] = R[g| a f # g. Kedze f # g, tak f(n) # g(n) pre nejaké n € N.
Bez ujmy na vseobecnosti nech f(n) =1 a g(n) = 0. Z R[f] = R|g] dostavame, ze fRg, teda f = ho g pre
nejaku bijekciu h. Obe strany vyhodnotime v bode 0:

teda h(0) = 0. Teraz vyhodnotime v n:

1= f(n) = h(g(n)) = h(0) = 0.

Dostali sme 1 = 0, ¢o je spor. Preto tried je aspon tolko, kolko je postupnosti v A. Tych je vSak nespocitatelne
vela, preto rozklad obsahuje nespocitatelne vela tried.

Uloha 2

(2 body) Na intervale (1;00) definujeme relécie:
a) C takd, ze © C y < = < 5y pre vsetky z,y € (1;00);
b) < taki, ze v <y < (bz <y Vx =y) pre vietky z,y € (1;00).

Pre kazdu z tychto reldcii rozhodnite, ¢i ide o relaciu usporiadania na (1; 00). Ak éno, tak urcte vsetky
jej minimdlne, najmensie, maximalne a najvécsie prvky. VSetky tvrdenia dokazte.

a) nie je usporiadanie

Relécia C nie je antisymetrickd, leboprez =2 ay=5plati2 C 5 2<25abC2< 5 <10, ale 2 #5.
Reléacia C nie je tranzitivna, lebo 30 C 7 < 30 < 35a 7L 5 & 7 < 25, ale neplati 30 C 5 & 30 < 25.

Preto reldcia nie je usporiadanim. Pre dokaz ndm staci uviest poruSenie len jednej vlastnosti. Reldcia C je
reflexivna, ¢iZe tdto vlastnsof ndm na dokaz nepomoze.

b) je usporiadanie

Reflexivnost Reldcia <, lebo pre kazdé a € (1;00) plati

a=a=5%<aVa=a=a=Xa.



Antisymetrickost Reldcia < je antisymetrickd, lebo pre kazdé a,b € (1;00) plati

a=<bAb=a
4
(ba<bVa=bA(Bb<aVa=0b)
4

a=>bV(ba<bAbb<a).
Ked'Ze a, b st kladné, tak plati a < 5a, b < 5b. Preto ak plati 5a < b A 5b < a, tak plati
a < ba<b<bb<a,

teda a < a, ¢o je spor. Preto je vyrokova forma 5a < b A 5b < a vidy nepravdivd, teda musi platit a = b.

Tranzitivnost Reldcia < je tranzitivna. Dokézeme, Ze pre kazdé a,b,c € (1;00) plati
(a=2bAb=<c)=a=c.

Pre a = b zjavne plati (e R aAa = ¢) = a = c a takisto pre b = ¢ plati (a < bAb <b) = a =< b. Preto vo
zvysku dokazu budeme predpokladat, ze a # b A b # c:

a<bAb=c
U
(ba <bVa=b)A((Bb<cVb=rc)
Il a#bb#£c

Sa <bAbBb<ec
U b < 5b, lebo0 < b
Ha < c

4

a=c.

Teda reldcia =< je usporiadanim na mnozine (1;00). Pri uréovani vyznaénych prvkov vyuzijeme, Ze pre ostré
usporiadanie < vytvorené z usporiadania < plati z <y < (bx <yVzx =y) Az #y) < bxr < y).

Minimalne prvky su vsetky ¢isla z intervalu (1;5):

e Kazdé ¢islo z € (1;5) je minimdlny prvok. Pre spor predpokladajme, Ze existuje a # x, pre ktoré plat{
a < z, teda 5a < x. Potom a < z/5 < 5/5 = 1, teda a < 1, ¢o je spor. Teda od ¢&isla x nemoze
existovat ostro mensie, preto je to minimdlny prvok.

e Ziadne &islo > 5 nie je minimalnym prvkom, lebo plati

54x
10

5
<x<:>5-%<m<:>5+w<2x<:}5<x

a taktiez (5 + x)/10 > (5 + 5)/10 > 1, teda ide o ¢&islo z intervalu (1;00). Tento bod vieme vsak
zdovodnit aj tak, ze si zvolime Tubovolné redlne &islo a € (1,z/5) — kedze x > 5, tak x/5 > 1 a medzi
Iubovolnymi dvoma redlnymi ¢islami existuje iné redlne ¢islo. Pre takto zvolené a plati 5a < x, teda
a < .

Najmensi prvok neexistuje, ked'Ze existuje viac minimdlnych prvkov (napr. 2 a 3).
Maximalny prvok neexistuje, nakolko pre kazdé x € (1;00) plati z < 6x & 5z < 6x < 5 < 6.

Najviési prvok neexistuje, nakolko neexistuje maximalny prvok.



(2 body) O nasledovnych mnozinach rozhodnite a dokdzte, ¢i si spocitatelné:

a) Mnozina A, ktord obsahuje vSetky postupnosti (ay)52, prirodzenych ¢isel také, ze pre vsetky
celé n > 0 plati agn+1 > agn a zaroven aspio < Gopt1-

b) Mnozina B, ktord obsahuje vsetky postupnosti (a, )02, prirodzenych ¢isel také, ze ag = 0 a pre
vSetky celé n > 2 sa ¢len a, nachadza v uzavretom intervale, ktorého krajné body si a,_1 a
an—2 (teda ag € (ag,a1), ag € (az,a1), aq € {az,as), ...).

Podiloha a)

Mnozina A je nespocitatelnd. Ukdzeme to diagonalizdciou. Cize pre spor, nech A je spocitatelnd, takze
kazdej postupnosti z A vieme priradif jednoznaéné prirodzené &fslo. To znamend, Ze mame bijekciu z N do

A takd, ze ¢islo 0 sa zobrazi do postupnosti ag s prvkami ag, ao,1, a2, - . ., ¢islo 1 sa zobrazi do postupnosti
a1 s prvkami aj,a1.1,a12,... a tak dalej. Cheeli by sme vytvorit taki postupnost p, ktord sa medzi nimi
nenachadza.

0 < a0 < ap1 = ape < ap3 = -

1 & ap < a1 2 a1 < a3 >+

2 & a0 < a1 > agzp < a3 > -

r < p < pp =2 p2 < p3 2
Ak to vsak budeme robit tplne bezhlavo, napriklad p; = a;; + 1, vyslednd postupnost nemusi spl’ﬁabt7

podmienky nerovnosti, a teda ani patrit A. Aby sme vSak mohli povedat, Ze diagonalizdciou sme dosiahli
spor, musime néjst postupnost, ktord patri do mnoziny A a nepriradili sme jej Ziadne &fslo.

Ako napad, ako branim ,diagondlnych“ prvkov do postupnosti nepokazit nerovnosti, ndm moze prist, Ze
budeme braf kazdy druhy index v postupnosti p. Formdlne, pre vietky i uréime po; 1 = ai2i+1 + 1. Tym
urc¢ite dosiahneme, Ze nasa postupnost sa bude aspoii v jednom prvku 1igit od Iubovolnej z oéislovanych
postupnosti.

Este vSak nevieme, ¢o sa nachddza na prvkoch s parnymi indexami. Mohli by sme sa napriklad pozrietf na
susedné prvky a daf tam mensi z nich. Tym by sme zrejme splnili podmienky nerovnosti. Ak sa ndm s tym
vSak nechce babrat, moézeme na parne indexy dat aj samé nuly, lebo tie st mensie alebo rovné ako ¢okolvek
iné.

Dostali sme tak postupnost p, ktora patri do mnoZiny A, no nem4 priradené Ziadne prirodzené éislo — totiz
od postupnosti a; sa lisi na indexe 2i 4+ 1: poj11 = a;.2i41 + 1 # a;2i+1. Tym sme dosli k sporu, a teda A je
nespocitateln4.

Vysledny spor mozno najst aj takto. Ked'ze je postupnost p v mnozine A, tak m4 nejaké &fslo. Nech teda
p = a;. Pre jej ¢len na indexe 2i+1 tak plati poj11 = a; 2i41. AvSak po;r1 = a;2i+1+1, teda a; 2i41+1 = a4 2i41,
¢ize 0 = 1, €o je spor.

Iné rieSenie. Nech P je mnozina nekoneénych bindrnych postupnosti. Chceme ukézat, ze z P exis-
tuje injekcia do A, ¢ize |A| > |P| > |N|. Takouto injekciou moéze byt napriklad f((ag,ai,as,...)) =
(ag,1,a1,1,a2,1,...). Funkcia f je injekciou, lebo ked si vezmeme dva mozné obrazy, ktoré sa rovnajt,
¢ize (ap,1,a1,1,a9,1,...) = (bo,1,b1,1,b2,1,...), tak ap = by, a1 = by, a2 = ba,..., a teda aj postupnosti,
ktoré boli vzormi tychto obrazov, sa museli rovnat.



Podiloha b)

Mnozina B vsak uZ spoéitatelnd je. Vsimnime si, Ze po kazdom prvku sa ndm hodnota |a; 1 — a;| nezmen{
alebo zmensi. Navyse, ked'Ze je to prirodzené ¢&islo, nemoze klesat donekoneéna, preto od nejakého momentu
bude platit |a;+1 — a;| = k pre nejaké konstantné k, a teda tato postupnost bude oscilovat medzi dvoma
¢lenmi.

V tejto tilohe mame teda dva stupne ,nekoneénej“ volnosti. Prvou je to, ako si zvolime élen a1, druhou je to,
po kolkych ¢lenoch sa ndm postupnost zacykli. MoZeme teda rozdelif postupnosti v B podla tychto dvoch
informdcif, ¢ize By, , budd postupnosti, ktorych prvy ¢len je a1 a zacyklia sa po n prvkoch. Uvedomme si,
ze mohutnost kazdej z mnozin By, , je koneénd, pretoze na prvych n miestach mdme nanajvys (aq + 1)"
moZnostﬂ ako postupnost moze vyzeratf a potom uz vietky ¢leny si jednoznaéne uréené.

No a nakoniec uz pouzijeme podobnu myslienku ako pri dvojiciach prirodzenych ¢&isel. Tieto mnoziny po-
stupnost{ si ddme do tabulky. Teraz vieme robit to, ze pdjdeme po diagondlach, ¢ize najskor vymenujeme

vSetky prvky mnoziny By o, potom vSetky prvky mnoziny B o, Bo1, B2,0, B1,1, Bo,2, B3, atd. Tento proces
nikde nebude mat problém s tym, Ze by nepresiel na d’alsie policko, lebo vietky mnoziny si koneéné, tym
padom sa ku vSetkym mnozindm dostaneme. V takomto poradi budeme prirad’ovat prvkom éisla 0,1,2, ...,
¢im sme nasli bijekciu medzi B, N, a teda B je spocitatelna.

Pozndmka. Predosly odsek by sa dal stru¢nejsie odargumentovat tak, ze mame |NxN| = |N| (&ize spocitatelny
pocet) koneénych mnozin, a teda aj ich zjednotenie bude spocitatelné.

Tento odhad je ovela vacsi, ako tych postupnosti v skutoénosti je, to ndm ale nevadi, my sme chceli len ukazat, Ze ich je
koneéne vela.



