Cvicenie 3: dokazy
Uloha 1. Dokazte, ze nasledovné tvrdenia si tautoldgie
a) (A= B)A(CVD)A((RANC)= E)] = [-B= (EVD),
b) [(FA= B)V(CAD)V(EAN-CAA)]=[(-BA-C)= A],
¢) (A= B)A(-BVC)]=[((C=D)ANA)= D]

Uloha 2. Zistite, & nasledovné vyroky si tautoldégie. Ak 4no, dokézte ich platnost. Ak nie, néjdite kontrapriklad.

a) (Vr)a(z) = (3z)a(z)
b) (3x)a(z) = (Va)a(z)
¢) (va)(a(z) = b(x)) = ((Va)a(z) = (Va)b(x))
Q) ((Va)a(z) = (Vo)b(x)) = (Vo)(a(x) = b(x))
¢) ()(a(z) = b(x)) = (Va)a(z) = (Gx)b(x))
) ((Va)a(z) = (G2)b(z) = (32)(alz) = b(z))

Uloha 3. Dokézte nasledovné tvrdenia:
a) (Vn e N)(7t47Tn = T1n)

b) (\m,beRg)(“b 2@)

2
c) (Va,beN)[(22|aA33]|b)=11] (a+1D)]
d) log, 3 je iraciondlne ¢islo.
e) (VvneN)5|n?2+1=101n)
f) Ak prirodzené &islo n nie je delitelné tromi, tak n? ddva po deleni tromi zvysok 1.
g) (Va, b€ N)[(amod7 =4Abmod7 =5) = abmod 7 = 6]
h) Ak sicet redlnych ¢isel a, b, ¢, d, e je nula, tak aspon jedno z nich je nezdporné.
i) Steet tretich mocnin troch za sebou idiicich &isel je delitelny deviatimi.

a+b < 2(a® + ab + b?)
2 - 3(a+0)

j) (Va, b€ RT) (

Uloha 4. Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p je /p iraciondlne ¢islo.

Uloha 5. Dokézte, 7e ak existuje nekoneéne vela prvoéisel p, pre ktoré je aj p+ 2 prvoéislo, tak potom existuje
nekoneéne vela prvoéisel p, pre ktoré je p + 2 prvoéislo a navyse p + 1 je delitelné 6-timi.

Uloha 6. Dokazte, Ze prvocisel je nekoneéne vela.
Uloha 7. Dokéite, ze ak a, b st raciondlne ¢isla, tak aj a - b je raciondlne ¢islo.

Uloha 8. Dokézte, Ze ak suéin dvoch redlnych éisel z a y je iraciondlne &fslo, musi byt aspoi jedno z &fsel x a
y iracionalne.

Uloha 9. Dokéite, ze ak /a + vb € Q pre nejaké raciondlne &isla a, b, tak aj v/a € Q, aj vb € Q.

£ 9 a .
Uloha 10. Nech a, b st kladné celé ¢isla opacnej parity. Dokazte, ze ak nemozno kratit zlomok 7 tak nemozno
a—b
a+b

kratit ani zlomok



Uloha 11. Mame reélne éisla a, b, c také, ze c¢isla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmetickd postupnost. Dokézte, ze aj ¢isla a2, b%, ¢? tvoria aritmetickd postupnost.
Uloha 12. Dokézte, ze ak x, y su celé ¢isla pre ktoré plati 31 | 6z 4+ 11y, potom aj 31 | z + y.
Uloha 13. Nech a, b, c sd redlne ¢isla, pre ktoré plati a + b+ ¢ = 0. Dokézte, ze
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Uloha 14. Dokdite, ze ak existuje nekonecne vela palindromickych prvoéisel (¢itaji sa rovnako spredu aj
odzadu), tak existuje aj nekoneéne vela palindromickych prvoéisel, ktoré maji neparny pocet cifier.

Uloha 15. Dokéite, Ze neexistuje mnohoélen f () s celociselnymi koeficientmi, pre ktory by platilo f(7) = 11
a f(11) = 13.

Uloha 16. Dokézte, ze ak e (eulerova konStanta) nie je rieSenim polynomiélnej rovnice s celoéiselnymi koefi-
cientmi, tak ani 2e nie je.

Uloha 17. Je é&islo V2 + /3 racionélne?



