Cvicenie 4: matematicka indukcia

Ulohy na cvicenie

Uloha 1. Dokéazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

1 2
1242343 44 tn-(nt1)= P EDO+2)

Dalsie tilohy na dokazovanie si¢tov najdete v http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf,
str. 10.

Uloha 2. N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati
a) 2" >n — 2, b) n? < 2m.

Uloha 3. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazda pretina vsetky ostatné. Dokazte, ze oblasti
roviny, ktoré tieto kruznice vyélefiuji, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné oblasti nemali
rovnaku farbu. Oblasti, ktoré majui spolo¢né len niektoré body, nepovazujeme za susedné.

Uloha 4. Na stole mame v rade n mincf zlava doprava, ktoré mozu byt Tubovolne otoéené (bud’ licom nadol,
alebo nahor). V jednom tahu mézeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdd z nich otocit. Dokézte, ze
mozeme nase fahy volif tak, aby sme po nejakom éase mali vetky mince otoéené licom nahor.

Uloha 5. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré su zhora nadol oc¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (koneéne vela) trpaslikov. Kazdy defi, v rovnakom &ase, z kaZdého poschodia, na ktorom sa
nachddzaji aspoi dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov mal v
ten den na svojom poschodi. Dokézte, ze po ur¢itom (koneénom) poc¢te dni bude na kazdom poschodi najviac
jeden trpaslik.

Uloha 6. Hanojské veze je hlavolam, ktory sa sklad4 z troch tyéf (vezi) a n diskov (s dierou uprostred) réznych
velkosti. Na zaéiatku su vietky disky uloZené na jednej vezi. V jednom tahu mézeme presunit najvrchnejsi disk
z jednej veze a polozit ho na vrch druhej veze. Po cely ¢as musime dodrzat pravidlo, ze vicsi disk nemoéze byt
polozeny na mensi disk. Cielom hlavolamu je presuntt vSetky disky z jednej tyée na druhu tyé. Dokdzte, Ze
tento hlavolam mozno vyriesit pomocou 2™ — 1 fahov.

Uloha 7. Dokéite, ze policka tabulky 2" x 2" mozno zafarbit bielou a ¢iernou farbou tak, ze ked si zoberieme
Iubovolné dve riadky, tak sa budi na polovici miest zhodovat a na zvys$nej polovici miest 1{git.

Uloha 8. Dokézte, e pre lubovolnych n redlnych éisel a1, ao, ..., an, z ktorych je kazdé aspoii 1 plati
art+as+---+a, <n—1+aas...a,.
Dalsie ulohy na precvicovanie

Uloha 9. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

a) 3|n3—n,
b) 5| n® —n,
¢) 31| 5™ 46201

d) 133 ] 117+ 4 122n— 1,

Uloha 10. Néjdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf

a) nl > 2", c) 3" +4" > 57,

b) 2n < 3, d) 2" > 20n,

Narocnejsie ulohy

Uloha 11. Nech Fy =0, F, =1, F, = 1, F3 = 2, ... st fibonacciho éfsla. Dokazte, Ze pre lubovolné n > 1 plati:

Y Fu=Fopa— B
k=0

Uloha 12. Nech a1, ao, ..., an je n kladnych redlnych ¢islel. Dokazte, ze

n n
Zai <n-—-1+ Hmax(l,ai),
i=1 i=1

teda
a1 +as+ - +a, <n—1+max(l,ar)max(1,as)-
Uloha 13. Dokézte, ze pre Tubovolnych n kladnych redlnych &fsel 21, zo,

T+ a9+ ... +x, >N

Uloha 14. Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych ¢isel 21, 22,

e) 3" < nl,

f) (2n)! < 22" - (n!)2

--max(1, ay).

..., Ty SO stcinom 1 plati

..., T, plati nerovnost

Uloha 15. Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p a kazdé prirodzené ¢islo n plati p | n? — n.

Uloha 16. Turnaja sa zicastnilo n timov. Kazda (neusporiadand) dvojica timov odohrala prave jeden zépas.
Kazdy zépas sa skonéil vyhrou niektorého timu. DokéZe, Ze timy moZno zoradif do postupnosti ¢, to, ...

tak, Ze tim ¢; vyhral nad timom ts, tim ¢, nad ¢3 a tak d'alej az tim ¢,,_; vyhral nad timom ¢,.

Uloha 17. Nech z je redlne ¢islo a = + % je celé ¢islo. Dokazte, ze potom aj ™ + x ™" je celé ¢islo pre vsetky

prirodzené ¢isla n.



