
Cvičenie 4: matematická indukcia

Úlohy na cvičenie

Úloha 1. Dokážte, že pre všetky prirodzené č́ısla n plat́ı

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n · (n + 1) =
n(n + 1)(n + 2)
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.

Ďaľsie úlohy na dokazovanie súčtov nájdete v http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf,
str. 10.

Úloha 2. Nájdite všetky prirodzené č́ısla n, pre ktoré plat́ı

a) 2n ≥ n− 2, b) n2 ≤ 2n.

Úloha 3. V rovine je rozmiestnených n kružńıc, z ktorých každá pret́ına všetky ostatné. Dokážte, že oblasti
roviny, ktoré tieto kružnice vyčleňujú, možno ofarbit’ dvoma farbami tak, aby žiadne dve susedné oblasti nemali
rovnakú farbu. Oblasti, ktoré majú spoločné len niektoré body, nepovažujeme za susedné.

Úloha 4. Na stole máme v rade n minćı zl’ava doprava, ktoré môžu byt’ l’ubovol’ne otočené (bud’ ĺıcom nadol,
alebo nahor). V jednom t’ahu môžeme zobrat’ niekol’ko prvých minćı zl’ava a každú z nich otočit’. Dokážte, že
môžeme naše t’ahy volit’ tak, aby sme po nejakom čase mali všetky mince otočené ĺıcom nahor.

Úloha 5. V bani s neobmedzeným množstvom poschod́ı, ktoré sú zhora nadol oč́ıslované −1, −2, −3, . . . ,
pracuje niekol’ko (konečne vel’a) trpasĺıkov. Každý deň, v rovnakom čase, z každého poschodia, na ktorom sa
nachádzajú aspoň dvaja trpasĺıci, sa práve jeden trpasĺık presunie nadol o tol’ko poschod́ı, kol’ko kolegov mal v
ten deň na svojom poschod́ı. Dokážte, že po určitom (konečnom) počte dńı bude na každom poschod́ı najviac
jeden trpasĺık.

Úloha 6. Hanojské veže je hlavolam, ktorý sa skladá z troch tyč́ı (vež́ı) a n diskov (s dierou uprostred) rôznych
vel’kost́ı. Na začiatku sú všetky disky uložené na jednej veži. V jednom t’ahu môžeme presunút’ najvrchneǰśı disk
z jednej veže a položit’ ho na vrch druhej veže. Po celý čas muśıme dodržat’ pravidlo, že väčš́ı disk nemôže byt’

položený na menš́ı disk. Ciel’om hlavolamu je presunút’ všetky disky z jednej tyče na druhú tyč. Dokážte, že
tento hlavolam možno vyriešit’ pomocou 2n − 1 t’ahov.

Úloha 7. Dokážte, že poĺıčka tabul’ky 2n× 2n možno zafarbit’ bielou a čiernou farbou tak, že ked’ si zoberieme
l’ubovol’né dve riadky, tak sa budú na polovici miest zhodovat’ a na zvyšnej polovici miest ĺı̌sit’.

Úloha 8. Dokážte, že pre l’ubovol’ných n reálnych č́ısel a1, a2, . . . , an, z ktorých je každé aspoň 1 plat́ı

a1 + a2 + · · ·+ an ≤ n− 1 + a1a2 . . . an.

Ďaľsie úlohy na precvičovanie

Úloha 9. Dokážte, že pre každé prirodzené č́ıslo n plat́ı:

a) 3 | n3 − n,

b) 5 | n5 − n,

c) 31 | 5n+1 + 62n−1,

d) 133 | 11n+1 + 122n−1.

Úloha 10. Nájdite všetky prirodzené č́ısla n, pre ktoré plat́ı
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a) n! > 2n,

b) 2n < 3n,

c) 3n + 4n ≥ 5n,

d) 2n ≥ 20n,

e) 3n < n!,

f) (2n)! < 22n · (n!)2.

Náročneǰsie úlohy

Úloha 11. Nech F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, . . . sú fibonacciho č́ısla. Dokážte, že pre l’ubovol’né n ≥ 1 plat́ı:

n∑
k=0

Fk = Fn+2 − F1

Úloha 12. Nech a1, a2, . . . , an je n kladných reálnych č́ıslel. Dokážte, že

n∑
i=1

ai ≤ n− 1 +

n∏
i=1

max(1, ai),

teda
a1 + a2 + · · ·+ an ≤ n− 1 + max(1, a1) max(1, a2) · · ·max(1, an).

Úloha 13. Dokážte, že pre l’ubovol’ných n kladných reálnych č́ısel x1, x2, . . . , xn so súčinom 1 plat́ı

x1 + x2 + . . . + xn ≥ n.

Úloha 14. Dokážte, že pre l’ubovol’ných n kladných reálnych č́ısel x1, x2, . . . , xn plat́ı nerovnost’

x1

x2
+

x2

x3
+ . . . +

xn−1

xn
+

xn

x1
≥ n.

Úloha 15. Dokážte, že pre každé prvoč́ıslo p a každé prirodzené č́ıslo n plat́ı p | np − n.

Úloha 16. Turnaja sa zúčastnilo n t́ımov. Každá (neusporiadaná) dvojica t́ımov odohrala práve jeden zápas.
Každý zápas sa skončil výhrou niektorého t́ımu. Dokáže, že t́ımy možno zoradit’ do postupnosti t1, t2, . . . , tn
tak, že t́ım t1 vyhral nad t́ımom t2, t́ım t2 nad t3 a tak d’alej až t́ım tn−1 vyhral nad t́ımom tn.

Úloha 17. Nech x je reálne č́ıslo a x + 1
x je celé č́ıslo. Dokážte, že potom aj xn + x−n je celé č́ıslo pre všetky

prirodzené č́ısla n.
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