Cvicenle 7 a 8: relacie

Uloha 1. Majme reléciu M z mnoziny {a,b,c,d} do mnoziny {1,2,3,4,5} areldciu N na mnozine {1,2,3,4,5},
ktoré mame zadané nasledovne:

M= {(a7 2)’ (a7 5)7 (ba 1)7 (Cv 2)7 (C’ 3)7 (C’ 5)}a
N ={(1,1),(1,3),(1,2),(2,4),(3,4),(4,4), (4,5)}.

Vypiste reldcie M~1, N=1, MN a NM (ak existuju).

Uloha 2. Nech D a E st reldcie medzi prvkami mnozin A a B. Dokaate, ze (DN E)™' =D 'nE~L,

Uloha 3. Na mnozine L vietkych Tudi, ktord m4 rozklad {M, Z} na muZov a Zeny, definujeme reldcie:
e D: aDb < a je diefatom b,

e S:aSb< a je zosobdseny(-nd) s b.

Pomocou relécii D, S, operacii na relacidach a mnozinovych operécii definujte relacie:

a) je rodicom, e) je bratom, i) je predkom,
b) je matkou, f) je svokrou, j) je pribuznym.
¢) je dedkom, g) je ujom,

d) je strodencom, h) je sesternicou,

Uloha 4. Nech D je reldcia medzi prvkami mnozin A a B a nech E je relacia medzi prvkami mnozin B a C.
Dokézte, ze potom (DE)~! = E~1D~1,

Uloha 5. Nech R, Ry, Ry st binarne relacie z A do B a S, S1, S2 bindrne relacie z B do C. Rozhodnite, ¢i vo
v8eobecnosti platia nasledonvé tvrdenia:

a (Sl U SQ) RSl U RSQ

b) (R1UR2)S = R1SURyS
c) ak S; C Sy, tak potom RS; C RSs
d) ak Ry C Ry, tak potom RS C RyS
f (Rl ﬁRg)S RSN RS

g ( ) = RSl — RSQ

)
)
)
)
e) R(S1NSy) = RS; N RS,
)
)
h)

(R1 — R2)S = R1S — R2S
V pripade, ze v niektorom pripade neplati rovnost, plati asponi jedna inklizia? Platia v c¢) a d) obrdtené
implikdcie? (Riesenie tilohy si moZzete pozriet v skriptdch Olejar, Skoviera na strane 70 (77 v pdf), Veta 4.3).

Uloha 6. Aké reldcie poznate zo strednej Skoly? Pre kazdu z nich urcte, ¢i je reflexivna, ireflexivna, symetricka,
tranzitivna a atranzitivna.

Uloha 7. Rozhodnite, ¢ reldcia R je reflexfvna, ireflexivna, symetrickd, tranzitivna:
a) R={(a,b) € ZxZ; (Ja+b|—24)(Ja — b| — 24) = 0}
b) R={(r,s) €EZXZ; |r+s|=[3+7r—s|}
¢c) R={(r,s) eRxR; |[r+s|=34+r—s|}



d) R={(c,d) € Z x Z; (ed +100)(cd — 60) = 0}
={(c,d) €Z xZ; c—d=4}
y)

f

= {(=,

(
(
( ERXxR; z—ye Z}
(

g
h

={(z,y) €Z X Z; |z +yllz —y| <3}
={(a,b)€ZxZ; BkeZ)(b=k-a)}

i) Reldcia P na P(Z), taka ze (z,y) € P < xNy =Z.
j) Reldcia P na P(Z), takd ze (z,y) € P& axUy =Z.
k) Reldcia P na P(Z), takd ze (z,y) € P< x Ny =0.
1) Reldcia R na Z x Z taka, ze (a,b)R(c,d) < ad = be
n) R={(z,y) e RxR; x—ye(0,1)}
R={(zy
R={(z,y
R={(zy

(6]

p € R x R; sinz =siny}

)
JERXR; z—y e (—1,1)}
)
)

€ER x R; 22 =29?%}

Qo

Relacia R na N také, ze

)
)
)
)
)
i)
)
)
)
m) Reldcia P na P(Z), takd ze (z,y) € P < 47 € zNy.
)
)
)
)
r) Yy ERe =2
s) Reldcia R na R taka, ze (z,y) € R < 2 +y < 100
£)
)

(,
(z,y
Reldcia R na R takd, ze (z,y) € R < |x| < |y|.
u) Reldcia R na R takd, ze (z,y) e Rz —y € Q.
v) Reldcia R na N také, 7e (z,y) € R < 3| 22 + 9>
Uloha 8. Dokézte, ze ak R je tranzitivna reldcia, tak aj R™! je tranzitivna reldcia.
Uloha 9. Ktoré z reldcif z tlohy |7| si relaciami ekvivalencie? Aky rozklad uréuju?
Uloha 10. Dokézte, ze nasledovné reldcie je relaciou ekvivalencie

R={(a,b) €eZxZ; 5| (a—0b)}.
Aky rozklad urcéuje? Co ak by sme é&slo 5 zamenili za lubovolné iné celé ¢islo?

Uloha 11. (*) Nech M je mnozina a R je mnozina vsetkych reldci{ na mnozine M. Je R s operéciou o skladania
relacii grupa? Je skladanie reldcii komutativne?

Uloha 12. Kolko je vsetkych reldcii ekvivalencie na stvorprvkovej mnozine? Kolko je ich na pé#tprvkove;
mnozine?

Uloha 13. Nech W je neprazdny systém reldcii ekvivalencie na mnozine X. Dokazte, ze aj (e R je reldcia
ekvivalencie na mnozine X.

Uloha 14. Nech R = {(k,k +4); k € N*}. Néjdite relicie R" a R*.

Uloha 15. Nech R a S su relacie ekvivalencie na mnozine M. Uvazujme nasledovné relécie

a) RUS, b) RN S, ¢) R—8, d) RS, e) R,

Pre kazdud z poduloh najdite priklad reldcii R, S kedy vysledna reldcia je opif reldciou ekvivalencie; a taktiez
priklad reldcii R, S, kedy vyslednd reldcia nie je reldciou ekvivalencie. V pripade, ze také relacie R, S nemozno
néjst, dokazte preco.

Uloha 16. Nech R a S st tranzitivne reldcie. Co viete povedat o tranzitivnosti reldcii



a) RN S, b) RUS, c) R— 8, d) RS, e) R71?

Musia byt vidy tranzitivne? Mozu byf pre niektoré volby R, S tranzitivne a inokedy nie? Nebudd nikdy
tranzitivne?

Uloha 17. Uvazujme relacie | (deli) a < (mensi ako) definované na kladngch celych éislach. Néjdite zlozené

reldcie <| a |<.

Uloha 18. (*) Uvazujme reldcie | a < na celych &slach (a | b znamend, 7ze a deli b). Vyjadrite relécie |< a <|.



