Cvicenie 9: usporiadania

Uloha 1. Pri kazdu z nasledovnych reldcii urcte, ¢i je reflexivna, antisymetrickd, tranzitivna, dichotomicka.
Urcite, ¢ st usporiadanim, resp. tplnym usporiadanim. Ak dno, urcte ich minimalne, maximélne, najmensie a
najvacsie prvky.

a) | ={(a,b) €Z x7Z; 3k € Z)(ka=0b)}

b)  (na mnozine M)

¢) M x M (na mnozine M)

[=¥

) Kazda prisera mé svoj ttok a obranu, ¢o si dve prirodzené ¢isla. Hovorime, Ze jedna priSera pordZa druh,

pokial’ m4 aj titok, aj obranu aspoii takid, ako druhé prisera. Formélne definujte priseru a reldciu poraza
a urcte vlastnosti tejto relacie ako v zadani.

) R={(A,B) e P(M) x P(M); AC B}
) S1={((a,b),(c,d)) e N> xN?; a+b<c+d}

g) Sz ={((a,b),(c,d)) e N> xN? a+b<c+d}
) S3={((a,b),(c,d)) e N> xN% a+b<c+dV(a,b)=(c,d)}
) R, R je lubovolné tplné (totdlne) usporiadanie

i) R={(a,b) e NxN; 7a|bVa=b}

Uloha 2. Nech R a S s usporiadania. Co viete povedat z pohladu usporiadani o relacidch

a) RN S, b) RUS, ¢) R—8, d) RS, e) R~17

Musia byt vzdy usporiadania? Moézu byt pre niektoré volby R, S usporiadania a inokedy nie? Nebudi nikdy
usporiadania?

Uloha 3. Nech M je mnozina takych podmnozin mnoziny {1,2,...,20}, ktoré obsahujti len po dvoch nestidelitelné
¢isla, teda
M={XeP({1,2,...,20}); (Va,b € X)(a # b= NSD(a,b) =1}.

Dokézte, ze C je usporiadanim na mnoZine M. Nech A, B st dva maximdalne prvky. Musi nutne platit, ze
|A| = |B|, teda, ze A a B majd rovnaky pocet prvkov?

Uloha 4. Nech D je relacia na X. Dokazte, ze

a) DY =DUD?UD3U... je najmensia tranzitivna reldcia na mnozine X obsahujica D.
b) D* =D°UDUD?UD?U... je najmensia reflexivna a tranzitivna relicia na mnozine X.

c) D* = DUD™! je najmensia symetricka reldcia na X obsahujiica D, t. j. ak T je symetricka reldcia na X
obsahujica D, tak DUD~! C T.

d) DN D71 je najvicsia symetricka reldcia na X obsiahnutd v D.
Pozndmka. Pod pojmom najmensia reldcia s nejakou vlastnostou, myslime najmensia vzhladom na inkldziu.
Blizsie vysvetlenie je v tlohe c).

Uloha 5. Nech 4, I # ) stt mnoziny a nech pre kazdé i € I je ; usporiadanie mnoziny A. Dokdzte, Ze potom
aj ;es ¥i je usporiadanie mnoziny A. Co ak st ; iplné usporiadania?

Pozndmka. (;c; i = {z; (Vi€ I)(x € @;)}

Uloha 6. Nech ®, T st dva rozklady na mnozine X # (). Hovorime, ze ¢ < 7 (alebo, ze rozklad ¢ je mens{
alebo rovny ako 7), ak ku kazdej mnozine M € ¢ existuje takd mnozina P € 7, ze M C P. Dokazte, ze < je
usporiadanie systému vsetkych rozkladov mnoziny M.

Uloha 7. Pre zadané nezdporné celé éisla m, n néjdite usporiadani mnozinu, ktora bude mat n maximalnych
a m minimalnych prvkov.

Uloha 8. (*) Mozno na mnozine N2 definovaf tiplné usporiadanie?



