1. sada domacich uloh

Termin odovzdania piatok 29. 10. 23:59
Uloha 1. (1 bod) O &sle 7 vieme, Ze je iracionalne. Dokazte, Ze slo

47
I+ 42

je iracionédlne. Vychddzajte pri tom len z definicie racionalnych a iracionalnych ¢isel. V pripade, ze pouzijete
nejaké zndme tvrdenie o racionalnych alebo iraciondlnych &islach, je potrebné dokizaf aj to.

Riesenie. Tvrdenie dokéZeme sporom. Predpokladajme, 7ze dané &fslo mozno zapisat ako zlomok p/q pre nejaké
p € Z a q € N. Potom

_Ar
Yr+42 ¢

47q = p/m + 42p,
47q — 42p = p¥/T,
47q — 42p .
a2 _
D
(47q — 42p)3 B
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Cisla (47q — 42p)3 a p? st celé (na zéklade toho, Ze sicin, rozdiel a mocniny celych &fsel si opit celé éisla),
preto je ¢islo 7 raciondlne, ¢o je spor.

Uloha 2. (1,5 boda) Zistite, & pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) P(ANB)—P(ANC) CP(A) —P(C),
b) P(A)—P(C) CP(ANB)—-PANC).

Vage tvrdenia zdovodnite. Pokial vyuZijete tvrdenie, ktoré nie je v skriptdch (teda aj tie, ktoré sme robili na
cviceniach), dokédzte aj tie.

Riesenie. Ukézeme, ze a) plati. Nech teda X € P(AN B) — P(ANC), potom:

1. X e P(ANB) — P(ANC) (predpoklad)
2. X e P(ANB)A X ¢ P(ANC) (definicia rozdielu mnozin)
3. X CANBAX Z ANC (definicia potenénej mnoziny)

4 XCA
Dékaz: Pre kazdé y plati: y € X ~ S Py e AnB=ye A

5. X ¢ZC
Dékaz: X  ANC = (F2)(z€ XANz¢ ANC)= (F2)z€ XN (z¢ AVz¢()). Ztoho,7e z € X a
X C A méame, ze z € A. Pretozo 2 ¢ AV z ¢ C vyplava z ¢ C. Teda existuje také z, ze 2 € X Az ¢ C,
preto X Z C.

6. XCAAXZC (4.a5)
7. X e P(A) A X ¢ P(C) (definicia poten¢énej mnoziny)
8. X € P(A) — P(C) (definicia rozdielu)



Ukézeme, ze b) neplati. Nech A = {1} a B = C = {). Potom
P(A) = P(C) ={0.{1}} — {0} = {{1}} 20 = {0} — {0} =P(0) - P(0) = P(AN B) = P(ANC).
Menej poriadne rieSenie a) Pri rieSenf vyuzijeme tvrdenie, ze X C ANB & X C AAX C B. Tto ekvivalenciu

sme ukézali na 5. cviéeniach pri rieSenf tilohu 4a). Pokial zadanie bolo formulované len ,dokazte“ bez d'alsich
poznamok, tak by sme nevyzadovali dokazanie tejto ekvivalencie a toto rieSenie by bolo za plny pocet bodov.

1. X e P(ANB) — P(ANC) (predpoklad)
2. X e P(ANB)ANX ¢ P(ANC) (definicia rozdielu mnozin)
3. X CANBA-(X CANC) (definicia poten¢énej mnoziny)
4. X CANX CBA-(X CAAX CC) (definicia prieniku)
5 X CANX CBA(XZ AV X ZC) (negacia konjunkcie)
6. X CA(z5.)

7. XZAVXZC(z5.)

8. XZC (26.a7.)

9. XCAANX ZC (z6.a8.)
10. X € P(A) A X ¢ P(C) (definicia potenénej mnoziny)
11. X € P(A) — P(C) (definicia rozdielu)

Uloha 3. (1,5 boda) Mdme Stvorcekovi sief rozmerov 2" x 2" Stvoréekov, na ktorej je jedno policko Cierne,
zvys$né su biele. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n a pre kazdi poziciu ¢ierneho policka vieme stvorcekovi
sief vydldzdit dlazdicami v tvare triomina L (ako na obrazku) tak, Ze sa dlazdice nebudi prekryvaf a kazdé
biele policko bude zakryté dlazdicou. Dlazdice vieme aj otacat.

Riesenie. Baza. Ulohy dokdzeme matematickou indukciou. Pre n = 0 mdme sief rozmerov 1 x 1, kde je len
jedna moznost pre &ierne policko. Vtedy je 0 bielych dlazdic, a teda kazd4 je pokrytd triominom L.

Indukény krok. Predpokladajme, ze stvoréekovi siet rozmerov 2F x 2% vieme vydlazdit podla zadania pre
kazdu poziciu éierneho policka. Uvazujme stvoréekovii sief rozmerov 281 x 28F1 5 jednym polickom zafarbenym
nacierno. UkdZeme, Ze ju vieme vydlazdit podla zadania.

Rozdelme si sief na styri mensie §tvoréekové siete rozmeru 2% x 2¥. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, ze
¢ierne policko sa nachadza v lavej hornej stvrtine. V kazdej zo zvy$nych troch $tvrtin zafarbime na ¢ierno jedno
rohové policko, ktoré susedi s dvomi inymi $tvrtinami. Podla indukéného predpokladu vieme kazdu stvrtinu
pokryt dlazdicami tvaru L tak, aby kazdé biele policko bolo zakryté. Tri ¢ierne policka v strede vieme zakryt

dlazdicou v tvare L. Tym sme celti stvoréeki siet 2841 x 2F+1 pokryli dlazdicami okrem daného jedného Gerneho
policka.
Uloha 4. (BONUS, 2 body) Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych éisel 21, 2, . .., &, so siéinom
1 plati

T+ a9+ ...+ 2x, > n.

Pri dokaze nevyuzivajte zname nerovnosti.

Riesenie. Ulohu dokazeme matematickou indukciou podla n. Pre n = 1 mame zjavne z; = 1 a tvrdenie z; > 1
zjavne plati.



Predpokladajme, Ze pre nejaké k € N* a pre lubovolnych n kladnych redlnych &isel y1,ys,. .., yr S0 sic¢inom
1 plati y1 +y2 + -+ yr > k. Nech z1,29,...,254+1 je nejakych k + 1 kladnych redlnych ¢isel so sticinom 1.
Ukéazeme, ze plati

T1+xo 4+ FxpF R > k+ 1

Ak by bolo kazdé z cisel x1,x9,...,2541 vicsie ako 1 (resp. mensie ako 1), tak by bol ich siéin vicsi ako 1
(resp. mensi ako 1, ¢o by bol spor. Preto musi spomedzi &fsel z1,za,...,Tx11 existovat jedno, bez ujmy na
vSeobecnosti nech to je x41, ktoré je aspon 1 a jedno, ktoré je najviac jedna, nech to je x.

Zoberme si k &sel x1,x9,...,Th_1,Tk * Thy1. SUCn tychto &sel je x1x2...2x_12xTre1 = 1 a preto podla
indukéného predpokladu plati
T1+ X+ F X1 + TRThy1 > K

a po pripocitani jednotky plati tiez
T+ T+ -+ xpo1 F i1 +12>2k+1
Teraz ndm staéi ukdzat, e plati
T+ xo+ - F T+ T+ T > @1 F T2+ -+ Ty + TpTpr + L (1)
Tito nerovnost si véak vieme ekvivalentne upravit nasledovne

Ty1+xo+ -+ Xpo1 + T+ T 2T+ T2+ F Tt + TpTpgr + 1
T+ Trt1 = TpTryr + 1,
0> zpTri1 — Tk — Tpg1 + 1,
02 (zr — )(Tp1 — 1),
a to plati, kedze z, <1 (ateda ), — 1 <0) a 211 > 1 (a teda zp 1 — 1 > 0).

Tym je dokaz hotovy. Pre lepsiu jasnost este uvedieme, 7Ze sme dokdzali toto:
i+ T+ T T+ T 221 H T2+ A T FTRTpg 1<k + 1

kde platnost prvej nerovnosti vyplyva z platnsti a platnost druhej nerovnosti vyplyva z indukéného pred-
pokladu.



