2. sada domacich tuloh

Termin odovzdania 20. 12. 23:59

Uloha 1. (2 body) Nech R = {(a,b) € N* x NT; [log,a| = |log, b|}. Dokédzte, Ze R je reléciou ekvivalencie
na N a dostatoéne presne opiste rozklad, ktory indukuje.

Pokial mate problém s uréenim rozkladu, mézete ho uviest pre pripad, Ze reldciu R berieme len na mnozine
{1,2,...,20}.

Riesenie
Ukéazeme, ze R je relaciou ekvivalencie:

e Reldcia R je reflexivna, lebo |log, a| = [log, al, teda aRa pre vetky a € NT.
e Reldcia R je symetrickd, lebo pre vietky a,b € NT plati:

aRb = |logya| = |log, b] = |log, b] = |logy a| = bRa.

e Reldcia R je tranzitivna, lebo pre vietky a,b,c € N plati:

aRb AbRc = |logy a] = |[logy b| A |logs b] = |log, ¢] = |logy a| = |log, ¢] = aRe.

Pre urcenie rozkladu najprv uréime, ako vyzerd trieda ekvivalencie R[a] obsahujica ¢islo a. Ak |logy a| = k,
tak R[a] obsahuje prave tie ¢isla b, pre ktoré plati |log, b] = k (= |log, a]), ¢o je ekvivalentné s k < log, b <
k+1« 28 <b< 28! Teda Rla] = {b € N*; 28 < b < 281 |k = |log, a]}. Pre ziskanie celého rozkladu
ndm staci zobraf triedy pre mocniny dvojky. Rézne mocniny dvojok st zjavne v inych triedach a kazdé kladné
prirodzené &islo a je v triede R[2 Llog, “J]. Preto rozklad indukovany relaciou R je

{{b e N*; 28 <p < 281} k€ N},
Uloha 2. (2 body) Nech
< ={((a,b),(c,d)) € N x N%; (Ik € N)(c = ka Ad = kb)}.

Dokézte, ze < je relaciou usporiadania na N2> = N x N a ngjdite vietky jej minimélne, maximalne, najvicsie a
najmensie prvky.

Pokial je hladanie minimalnych a ostatnych prvkov pre Vés prili§ ndroéné, mozete uviest tieto prvky pre pripad,
7e reldciu < berieme len na mnozine {0, 1,2,3,4,6}2.

Reldcia < je reflexivna, lebo pre vsetky (a,b) € N x N plat{

a=1-aNb=1-b= (Fk € N)(a =ka ANb=kb) = (a,b) < (a,b).

Reldcia < je antisymetrickd, lebo pre vsetky (a,b), (¢,d) € N x N plat{

(a,b) = (¢,d) A (c,d) = (a,b) =
= (FkeN)(c=kaNnd=kb) AN (Tk eN)(a=kecANb=kd) =
= (c=kaNd=kb)AN(a=IlcANb=1d) pre nejakék,l € N =
= c=klcANd=kld.
Ak ¢ # 0 alebo d # 0, tak vydelenim nenulovym c alebo d dostaneme kl = 1. KedZe k,l € N, tak k=1=1 =

a=cANb=d= (a,b) = (¢,d). Akc=d=0, tak plati a = le =0 a b=1d = 0., teda (a,b) = (¢,d) = (0,0). V
oboch pripadoch plati (a,b) = (¢, d).



Reldcia < je tranzitivna, lebo pre vsetky (a,b), (¢,d), (e, f) € N x N plat{

(a,b) 2 (¢, d) A (c,d) 2 (e, ) =
= (3keN)(c=kand=kb) A3k e N)(e=keA f = kd) =
= (c=kaNnd=kb)AN(e=lcAhg=1d) pre nejakék,l € N =
=e=lkaN f=1kb=
= (Im eN)(e=maA f=mb) =
(a,b) < (e, [)
Teraz uré¢ime vyznacné prvky tohto usporiadania.
e Najvicsim, a teda aj jedinym maximdlnym prvkom, je (0,0), lebo pre vsetky (z,y) € N x N plati (z,y) <
(0,0) & (Fk € N)(0 = kxz A 0 = ky) — staci ndm zvolit k = 0.
e Ukézeme, ze minimélne st prave tie prvky (a,b) € NxN, kde a, b st nestdelitelné (teda nemaji spoloéného
delitela viicsieho ako 1):

— Ak st a, b nestdelitelné, tak pre vsetky (z,y) € N x N plat{ (x,y) < (a,b) = (Ik € N)(a=kz Ab=
ky). Teda k je spoloény delitel a, b, ked'Ze si vSak nesidelitelné, tak musi platit k& = 1, z ¢oho
dostdvame (z,y) = (a,b). (Tym sme ukézali, ze vSetky prvky (a,b), kde a, b st nestdelitelné, si
minimélne — od prvku (a, b) nexistuje ostro menst.)

— Ak a, b maju spolo¢ného delitela d > 1, tak potom plati (a/d,b/d) < (a,b) a taktiez pre a # 0 plati
a/d < a, analogicky pre b # 0 mame b/d < b. Preto ak (a,b) # (0,0), tak prvok (a/d,b/d) je ostro
mensi od (a,b), a tak takyto prvok (a,b) nemoze byt minimélnym. Pre (0,0) zas méme (1,1) < (0,0),
tak tiez nie je minimalny.

e Najmensi prvok neexistuje, nakolko existuje viacero minimélnych prvkov a tie ne si medzi sebou porov-
0z
natelné.

Uloha 3. (2 body) Rozhodnite, ¢ mnozina vietkych

a) rastucich,

b) nerasticich

postupnosti prirodzenych &isel je spoéitatelna.

Pozndmka. Postupnost (a,)5°, je rastica, ak pre vetky n € N plat{ a,, < a,+1, a nerastica, ak pre vietky
n € N plati a,, > ap41.-

Upresnenie. Zadanie sme pévodne mysleli len pre nekone¢né postupnosti, ¢o tam vS§ak nebolo jasne napisané.
Riesenie sme preto prisposobili aj konetnym postupnostiam.

a) rastice postupnosti

UkéZzeme, Ze mnozina vietkych rastiicich postupnosti prirodzenych &isel je nespocitatelnd.

RieSenie cez diagonalizacni metédu

Pre spor predpokladajme, Ze mnoZina vietkych rastticich postupnosti prirodzenych &isel je spoéitatelns. To zna-
mena, ze vietky tieto rastice postupnosti mozno zoradit do postupnosti (p;)2, = (po,p1,p2; - - - ) (pripominame,
7e p; je postupnost, nie prirodzené &fslo). Oznaéme j-ty ¢len postupnosti p; ako pi,jﬂ Definujme postupnost

1Toto oznacenie koresponduje s tym, Ze si vSetky cleny vSetkych postupnost{ vieme predstavit v tabulke. Kazd4 postupnost ma
vlastny riadok, kde je v kazdom stlpci jeden jej ¢len. Preto pre opis €lenu vyuzivame dve stiradnice (podobne ako pri dvojrozmernych
poliach).



(rn)o2, nasledovne:
2n, ak pp n 7# 2n alebo nie je definované,
r, =
2n+1, akp,,=2n.

Postupnost (r,,)22, je zjavne rastica. Taktiez zjavne plati r,, # p,., pre vietky n € N, teda postupnost (r,)52,
je rozna od kazdej z postupnosti p;. To je ale spor s tym, ze v postupnosti (p;)52, sa nachddzajui vsetky rasticu
postupnosti prirodzenych ¢éisel.

RieSenie cez mohutnosti

Nech R je mnozina vSetkych rastucich postupnosti prirodzenych ¢isel. Uvazujme zobrazenie f: P(N) — R,
ktoré mnozine M € P(N) prirad{ postupnost (an)‘nﬂil, ktord bude obsahovat vsetky prvky mnoziny M v
rastticom poradi. (Postupnost bude teda kone¢nd, ak je M konefnd, inak nekonec¢nd.) Ukdzeme, Ze zobrazenie
f je injekvivne. Nech M a N si rozne podmnoziny prirodzenych ¢isel. Nech b je ¢islo, v ktorych sa lisia, bez
ujmy na vseobecnosti nech b € M Ab ¢ N. Prirodzenych &isel mensich ako b je kone¢ne vela. Preto sa niekedy
¢islo b dostane do postupnosti f(M). Avsak postupnost f(IN) neobsahuje b, kedze b ¢ N. Preto si postunosti
f(M) a f(N) rozne.

Tym sme dokdzali, ze f je injekcia z P(N) do R, teda |R| > |P(N)|. Z Cantorovej vety vieme, ze |P(N)| > |N|.
Z toho dostavame, ze |R| > |N|, a teda mnozina R je nespocitatelna.

| M|

Poznamka. Postupnost (ay),_, mozno formélnejsie definovat rekurentnym predpisom

an = min(M — {ag,a1,...,an-1}), pre vietky 0 < n < |M|+ 1.

(Specidlne teda plati ag = min(M —)) = min M.) Této definicia je korektna, nakolko pre kazdé 0 < n < |M|+1
plat{ |M| > |[{ag,a1,...,an—1}|, preto je mnozina M — {ag,ay,...,a,—1} neprazdna, ¢ize ma najmensi prvok.

b) nerastice postupnosti

Nech K je mnozina vSetkych nekoneénych nerastiicich postupnosti a nech (a,)5%, je jedna takd postupnost.
Prirodzenych ¢isel mensich ako ag je konecne vela, preto sa v postupnosti (a, )5, len koneéne vela krat stane,
ze jej ¢len klesne oproti predchadzajicemu. Preto od nejakej pozicie k& bude postupnost (a,)2, konstantnd.
Teda k je najmensie také ¢islo, pre ktoré plati ay = apy1 = ary2 = .... Zostrojme preto injekciu f: K — N|
ktord postupnosti (a,)5%, € K priradi prirodzené ¢islo

k
flan)nZo) =g - 1° - DS -+ - Py,
kde pg, p1, D2, ... su prvocisla zoradené od najmensieho.

Ukazeme, ze f je injektivne. Ukazeme, Ze kazdému prirodzenému &islu b v tomto zobrazeni prislicha najviac
jeden vzor. Cislo b si rozlozime na stéin prvoéisel, ¢o je jednoznacné. Nech k je exponent prvého prvoéisla po
(teda dvojky). Cislo b sme museli dostat ako obraz postupnosti, ktora je konstantné od pozicie k a na poziciach
0 az k mé postupne exponenty prvocisel pi,pa,...,pr+1 (ak sa niektoré prvoéislo v rozklade b nenachddza,
berieme ako exponent 0). Tymto procesom vieme zrekonstruovat z ¢isla b jeho vzor jednoznaéne, prip. ziadnym
sposobov (ak napr. nedostaneme neklesajticu postupnost exponentov). Preto je zobrazenie f injektivne. To
znamend, Ze |K| < |N|, a teda mnozina K je spocitatelna.

Ak by sme chceli riegenie upravit pre vietky neklesajiice postupnosti (aj koneéné), tak podobnou myslienkou
ukéZeme, 7e vsetky koneéné nerastice postupnosti si spoéitatené. Potom vyuZzijeme, Ze zjednotenie dvoch
spocitatelnych mnozin je spo¢itatelné.



