Cvicenie 3: Dokazy
Uloha 1. Dokéite, 7e plati:
a) V60 > V13 + /17
b) V9 —+v10 < V9 + 10 -1
¢) VA+VT <3+ V12
d) V60 + VAT — 46 > V13 + V17

Uloha 2. Vysvetlite, preco je nasledovny ,,dékaz* tvrdenia chybny:
V2>V3, | -V3
V2-v3>0, ?
2-2.v/2-/3+43>0, |+2-V6

5>2-v6, |2
25 > 24,

a to je pravda. Preto plati v/2 > /3.

Uloha 3. Dokaite, 7e pre vietky nezaproné realne &isla a, b plati
b
¢ ;r > Vab.

Uloha 4. Zistite, & nasledovné vyroky sa tautologie.

a

b

) (A= B)A(CVD)AN((mAANC)= E)|=[-B= (EV D),
) |
c) [
) |
) (

(
(mA= B)V(CAD)V(EAN-CA-A)=[-BA-C)= 4],
(—A=B)V(CAD)V(EAN-CAA)]=[(-BAN-C)= 4],

(A= B)A(-BV(C)]=[((C=D)AA)= D|
AN-B)VI[(-CVD)AN(AV-E)A(FV-Q)) = (DV-E)

f) (AN-BAC)V (~B= (DA-E))V(-CADAE)V (D= (mANCQC)).

Uloha 5. Zistite, ¢ nasledovné vyroky su tautologie.

d

e

f) (Vo ) & ((Vr)a(z) v
Uloha 6. Dokézte nasledovné tvrdenia:
(Vn e N)(T14Tn = T1n)
(Va, be N)[(22 |aA33|b) =11 (a+ )]
log, 3 je iracionalne ¢islo.
(Vn € NT)(2" < n! = 27FL < (n + 1))
(Va, b € N)[(amod7=4Abmod 7 =5) = abmod 7 = 6]

Pre kazdé prvocislo p je /p iracionalne cislo.



Ulohy na d'alSie precvic¢enie dokazov
Uloha 7. Dokéite:
a) (vneN)(5|n?+1=101n)
b) Ak prirodzené &slo n nie je delitelné tromi, tak n? dava po deleni tromi zvysok 1.
¢) Ak sucet realnych ¢isel a, b, ¢, d, e je nula, tak aspon jedno z nich je nezaporné.
)

d

Stcet tretich mocnin troch za sebou iducich &isel je delitelny deviatimi.

2 2
) (Va,beR*)(a+b < 2(a* +ab+b )>

2 - 3(a+0b)
Uloha 8. Dokaite, ze ak a, b st racionélne ¢isla, tak aj a - b je racionalne &slo.

Uloha 9. Dokaizte, Ze ak suc¢in dvoch realnych ¢isel z a y je iracionalne ¢islo, musi byt aspon jedno z &isel x a
y iracionalne.

Uloha 10. Nech a, b st kladné celé ¢isla. Dokéazte, ze ak nemozno kratit zlomok %, tak nemoZno kratit ani
—-b
zlomok a—.
a+b
Uloha 11. Mame realne &isla a, b, ¢ také, Ze Cisla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmetickd postupnost. Dokazte, ze aj &isla a2, b2, ¢? tvoria aritmeticka postupnost.

Uloha 12. Dokazte, ze ak existuje nekoneéne vela prvoéisel p, pre ktoré je aj p+2 prvoéislo, tak potom existuje
nekonecne vela prvoéisel p, pre ktoré je p + 2 prvoéislo a navyse p + 1 je delitelné 6-timi.

Uloha 13. Dokazte, Ze ak e (eulerova konstanta) nie je rieSenim polynomiélnej rovnice s celo¢iselnymi koefi-
cientmi, tak ani 2e nie je.

Uloha 14. O &sle 7 vieme, 7e je iracionalne. Dokazte, Ze ¢islo

A7
I+ 42

je tiez iracionalne.
Uloha 15. Dokaite, Ze pre kazdé prvocislo p je /D iracionélne ¢&islo.
Uloha 16. Je ¢islo v/2 + /3 racionalne?
Uloha 17. Dokéite, Ze ak \/a + /b € Q pre nejaké racionalne ¢sla a, b, tak aj va € Q, aj vb € Q.
Uloha 18. Dokaite, 7e pre kazdé celé &isla x, y plati
316z +1ly < 31|z + Ty.

Uloha 19. Nech a, b, ¢ st realne &sla, pre ktoré plati a + b + ¢ = 0. Dokazte, ze

b a ¢ b c_

-
a ¢ a ¢ b

3.
b

Uloha 20. Rozhodnite o platnosti nasledovnych vyrokov:

a) (Ve e R)(Vy e R)((z ¢ QAy ¢ Q=2 +y ¢ Q)
b) (3c € R)(Vn € N)(47n® +42n3 + 17n? — 9 < ncd)



¢) (e € R)(Vn € N)(n? 447 < cn)
d) (3K € R)(Vz € R)(z > K = &7 — 502° — 472° — 4223 — 1722 4+ 182 — 9 > 0)

Pri rieSeni nevyuZivajte vysokogkolski matematiku (limity, derivacie, ...).

Uloha 21. (*) Dokazte, ze pre kazdé prirodzené &islo n je ¢islo 2 najvacsim spoloénym delitelom &isel 2n + 6,
4n + 10.

Uloha 22. (*) Dokazte, Ze ak existuje nekonecne vela palindromickych prvoéisel (¢itaji sa rovnako spredu aj
odzadu), tak existuje aj nekonec¢ne vela palindromickych prvoéisel, ktoré maju neparny podcet cifier.



Riesenie tulohy [5ja)

Dokazeme, ze (Vz)(a(x) = b(x)) = ((Vz)a(x) = (Vz)b(x)) je tautologia.
Priamy doékaz.

1. Nech plati (Vz)(a(z) = b(x)).
Dokazeme, ze plati (Vz)a(z) = (Va)b(z):
2. Nech plati (Vz)a(x).

Dokazeme, ze plati (Vz)b(x):

Pre kazdé x plati:

3. a(x) (lebo 2.)

4. a(x) = b(x) (lebo 1.)

5. b(x) (lebo 3. a 4.)

Teda plati (Va)b(x).

Teda plati (Vz)a(z) = (Vz)b(x)
Teda plati (Vz)(a(z) = b(x)) = ((Vx)a(x) = (Vz)b(x))

Komentdr. Dokazované tautologia mé formu implikacie. T dokazujeme priamo tak, Ze predpokladame prav-
divost Tavej strany a ukaZeme, Ze plati aj prava strana. KedZe na pravej strane je opit implikdcia, tak tento
postup zopakujeme. Dokazy tychto dvoch implikacii st v ¢ervenych raméekoch. Dostaneme sa k dokazovaniu
vyroku v tvare vSeobecného kvantifikitora (modry ramdek). Ten dokazujeme tak, Ze napiSeme dokaz kvantifiko-
vanej vyrokovej formy vSeobecne za pomoci premennej (zleny raméek). VSimnite si, Ze vnuatri zeleného ramceka
neméame Ziadne kvantifikdtory. Do vaSich rieSeni nemusite pisat tento komentar. Tiez moZete vypustit aj zavery
, Teda plati. ..«

Doékaz sporom Pre spor predpokladajme, Ze existuje univerzum a na fiom definované vyrokové formy a(z),
b(x), pre ktoré dostaneme nepravdivy vyrok, teda:

. a(e) A =b(c) pre nejaky prvok ¢ (lebo 4.) (tu sme zaviedli do nasho dokazu nova premenni ¢, ktorou sme
oznacili prvok univerza, ktorého existenciu zaruc¢uje vyrok 4.)

6. a(c) = b(c) (lebo 2. plati pre vietky prvky univerza, teda aj pre nase c)

7. =(a(c) = b(c)) (negécia 5.) — SPOR s tvrdenim 6.

Casti pisané Sedou sluzia pre lepsie objasnenie, do rie$nia takto podrobne netreba pisat.



Niekol'ko rad ako dokazovat vyroky podla typu

Tu je prehl'ad zékladnych Struktar dokazu podla typu vyroku, ktory mame dokazovat. Defaultne tak dostaneme
priamy dokaz, ale ni¢ nam nebrani pred dokazovanim si dokazované tvrdenie upravit na iné (nepriamym dokazom
¢i matematickou indukciou).

AN B: Dokdzme A a potom dokaZzeme B.

AV B: Rozdelime dokaz na dva pripady (napr. ak je nejaké ¢islo parne alebo neparne). Z jedného dokazeme
A a zdruhého dokézeme B.

A = B: Predpokladéame, ze A plati a dokdzeme B.
A< B: Dokdzme A = B a B = A.

¢ V niektorych pripadoch je mozné najst postupnost ekvivalentych aprav od vyroku A k B.
Tu vsak treba byt obozretny, ¢i naozaj vSetky st ekvivalentné. Pre lepSiu kontrolu odporuc¢ame
skontrolovat, ¢i su v8etky avahy spravne jednym aj druhym smerom.

(Vz)a(z): DokaZeme a(x) za pouZitia premennej x.

(3z)a(z): UkaZzeme platnost a(z) pre jednu konkrétnu volbu premennej x (napr. dokdzeme a(47)). Pri vol'be
x moZeme pouzit aj premenné, ale iba ak uz v naSom dokaze nejaké mame definované (a nesma byt
yzakryté“ kvantifikdtorom).

A tu je prehlad zakladnych logickych krokov, ktoré vieme pocas dokazovania robit. Opéat pre kazdy z najcas-
tejsich typov vyrokov uvadzame, ¢o z neho moZno odvodit.

A A B: Vieme odvodit platnost A, rovnako aj platnost B.

AV B: Vieme rozdelit dokaz na dve Casti, v jednej predpokladame platnost A a v druhej platnost B
(vhodné pri dokazovani vyrokov so spojkou alebo).

A = B: Ak mame uz dokidzané A, vieme odvodit platnost B
A & B: Rovnako ako pri A = B, prip. B = A.
(Vz)a(z): Vieme za x dosadit honotu a odvodit pre fiu platnost vyroku (napr. a(47), ak sme v celych &islach).

(3z)a(z): Zavedieme novi premennt, napr. ¢, a odvodime platnost a(c).



