Cvicenie 4: matematicka indukcia

Ulohy na cvicenie

Uloha 1. Dokézte: (Vn € NT)(2" < nl = 2"t < (n+1)!)
Uloha 2. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

1 2
1'2+2.3+3.4+...+n.(n+1):%'

Dalsie tilohy na dokazovanie sti¢tov njdete v http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf,
str. 10.

Uloha 3. N4jdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati

a) 2" >n—2, b) n? < 2m.

Uloha 4. Dokazte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 2 plati

(n+1)!

N+21 43+ +nl < .
n—1

Uloha 5. Na stole mame v rade n € N* mincf v rade zlava doprava, ktoré mézu byt Iubovolne otocené (bud
licom nadol, alebo nahor). V jednom fahu méZzeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdi z nich otoéit.
Dokézte, Ze mozeme nase fahy volit tak, aby sme po nejakom ¢ase mali vsetky mince otoéené licom nahor.

Uloha 6. Mdme Stvorcekovi sief rozmerov 2" x 2" §tvoréekov pre celé ¢islo n > 1. Jedno zo Styroch policok
v strednom §tvorci 2 x 2 je zafarbené na cierno. Dokdzte, 7e kazdi takito Stvoréekovi sief vieme vydlazdit
dlazdicami v tvare triomina L (ako na obrazku) tak, Ze sa dlazdice nebudi prekryvat a kazdé poli¢ko s vynimkou
¢ierneho bude zakryté dlazdicou. Dlazdice vieme aj otécat. |[Riesenie]

Uloha 7. V rovine je rozmiestnenych n € N kruznic, z ktorych kazda pretina vSetky ostatné. Dokazte, ze
oblasti roviny, ktoré tieto kruznice vyélefiujii, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné oblasti
nemali rovnakud farbu. Oblasti, ktoré maju spoloéné len niektoré body, nepovazujeme za susedné.

Uloha 8. Hanojské veze je hlavolam, ktory sa sklada z troch tyci (vezi) a n € NT diskov (s dierou uprostred)
roznych velkosti. Na zagiatku su vietky disky uloZené na jednej vezi. V jednom tahu méZzeme presunif najvr-
chnejsi disk z jednej veZe a poloZif ho na vrch druhej veze. Po cely éas musime dodrzaf pravidlo, ze vicsi disk
nemoze byt polozeny na mensi disk. Cielom hlavolamu je presuntt vsetky disky z jednej tyée na druht tyé.
Dokézte, Ze tento hlavolam mozno vyriesif pomocou 2" — 1 £ahov.

Dalsie tlohy na precvicovanie

Uloha 9. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

c) 315" 621,
d) 133 [ 1171 4 1221

Uloha 10. Néjdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds21/du/du1-ries.pdf

a) nl > 2", c) 3" +4" > 57, e) 3" < nl,
b) 2n < 37, d) 2™ > 20n, f) (2n)! < 22" - (n!)2

Uloha 11. Dokézte, ze policka tabulky 2" x 2" mozno zafarbif bielou a ¢iernou farbou tak, ze ked si zoberieme
Tubovolné dve riadky, tak sa budi na polovici miest zhodovat a na zvysnej polovici miest 1{3it.

Uloha 12. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré si zhora nadol o¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (koneéne vela) trpaslikov. Kazdy defi, v rovnakom &ase, z kaZdého poschodia, na ktorom sa
nachddzaji aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov mal v
ten den na svojom poschodi. Dokézte, ze po ur¢itom (koneénom) poc¢te dni bude na kazdom poschodi najviac
jeden trpaslik.

Uloha 13. Pod rozlomenim obdiinikovej tabulky ¢okolddy rozumieme jej rozdelenie (pozdfi priamky, ktora
prechédza hranami medzi §tvoréekmi) na dve obdlZnikové tabulky, ktoré dohromady obsahuji rovnaky pocet
Stvoréekov ako povodna tabulka. Dokéaite, e kazdd obdlznikovi tabulku s n € N* polickami mozno rozdelit na

jednotlivé stvoréeky pomocou n — 1 rozlomeni. Ako by sa zmenilo rieSenie tilohy ak by bola zadan4 pre tabulku
a x b policok, kde a,b € NT,

Narocnejsie ulohy
Uloha 14. Nech Fy =0, F, =1, F, = 1, F3 = 2, ... st fibonacciho éfsla. Dokazte, Ze pre lubovolné n > 1 plati:

Y Fu=Fopa— B
k=0

Uloha 15. Nech aq, as, ..., an je n kladnych realnych ¢islel. Dokazte, ze

n n
Zai <n-—1+ Hmax(l,ai),
i=1 i=1

teds a1 +as+ -+ a, <n—14+max(l,a1)max(l,as) - max(1l,a,).

Uloha 16. Dokéite, ze pre fubovolnych n kladnych redlnych éfsel 1, s, ..., 2, so si¢inom 1 plati
T+ a0+ ... +x, >N

Uloha 17. Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych éisel 1, oo, ..., 2, plati nerovnost

Uloha 18. Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p a kazdé prirodzené ¢islo n plati p | n? — n.

Uloha 19. Turnaja sa zicastnilo n timov. Kazd4 (neusporiadand) dvojica timov odohrala préve jeden zépas.
Kazdy zépas sa skonéil vyhrou niektorého timu. DokéZe, Ze timy mozno zoradif do postupnosti ti, ta, ..., t,
tak, Ze tim ¢; vyhral nad timom ¢, tim ¢, nad ¢3 a tak d'alej az tim ¢,,_; vyhral nad timom ¢,.

Uloha 20. Nech z je redlne ¢islo a = + % je celé ¢islo. Dokazte, ze potom aj ™ + ™" je celé ¢islo pre vsetky
prirodzené cisla n.



RieSenie dlohy

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.
Pre n = 1: ak je jedind minca oto¢ens licom nahor, skonéili sme, inak ju vieme otoéit.

Nech n € NT:
Indukény predpoklad (IP): Ak mame v rade n minci, tak ich vieme danymi tahmi oto¢if vsetky licom nahor.
Dokézeme, Ze ak mdme v rade n + 1 minci, tak ich vieme tieZ danymi fahmi otocit:

1. Ak je poslednd minca licom nadol, tak otoéime vietky mince (prvych n + 1 zlava).

2. Teraz mdme poslednti mincu otoéent licom nahor. Podla indukéného predpokladu vieme aj prvych n
minc{ otoé¢it licom nahor — ignorovanie poslednej mince ndm tiseky minc{ zlava nemeni.

Takze vieme aj rad n + 1 minci oto¢it licom nahor. Dokaz indukciou je tak hotovy.



