1. sada domacich uloh

Termin odovzdania §tvrtok 27. 10. 2022 13:10
Uloha 1. (1,5 boda) Zistite, ¢i nasledovny zloZeny vyrok je tautolégia
(AN-BAC)V (~-B=(DA-E))V(-CADANE)V (D= (-AANC)).

Vase tvrdenie dokazte.

Riesenia zaloZené na bezhlavom vypisani tabulky pravdivostnej hodnét budeme hodnotit najviac za 0,5 b.

RieSenie

Ano, vyrok je tautologia. Dokazeme to sporom. Teda predpokladejme, ze pre nejaké ohodnotenie premennych
v nam plati
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14. vf(AAN-BAC)=1(z13., 8. a12.) — a to je v spore s 2.

Uloha 2. (1,5 boda) Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 1 plati

RieSenie

Na zaciatok separdtne overime, Ze nervnost plati pren =1 (2<8)an =2 (1+1 =2 < 8 = 16/2). Platnost
pre vsetky n > 3 dokdzeme matematickou indukciou.

Biza Pren =3 mame 1+ 1+8/3 =14/3 < 32/3, ¢o plati.



Indukény krok Uvazujme teraz n > 3 (n € N) a predpokladajme, Ze pre toto n plati

21 22 23 omn 2n+2
o 2oz . - 1P
1 + 2 + 3 + + n < n (IP)
Dokéazeme, ze potom plati
21 22 23 on 2n+1 2n+3
—_ — P R — 1
1+2+3+ +n+n+1 n+1 (1)
Z (IP) vieme, ze plati
21 22 23 on 2n+1 2n+2 2n+1
Y < . 2
1+2+3+ +n+n+1 n+n+1 2)

Ekvivalentnymi tpravami dokazeme, ze plati
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| n(n+1), n(n+1) >0

7Z platnosti a (vdaka tranzitivnosti nerovnosti) dostavame, ze plati , ¢o sme chceli dokézat.

Poznamka. Nerovnost (3] sta¢i dokazovat so symbolom <, lebo ak a < b a b < ¢, tak a < ¢. Potom nemusime
overovat platnost pre n = 3.

Uloha 3. (1,5 boda) Nech A je podmnozina prirodzenych éisel. Supermnozinou mnoziny A nazveme mnozinu
vietkych nadmnozin mnoZziny A v univerze prirodzenych &fsel. Budeme ju oznacovat S(A). Teda

S(A)={X e P(N) | A C X}.
Zistite, & pre Tubovolné mnoziny A, B plati:
a) S(ANB) CS(A)NS(B),
b) S(ANB) 2 S(A)NS(B).

Vase tvrdenia dokdzte. Pre ziskanie plného po¢tu bodov nesmiete bez dokazu vyuzif tvrdenia o mnozinich,
vSetky vyuzité tvrdenia dokdzte z definicie.

RieSenie

a) Tvrdenie neplati. Protiprikladom si napr. mnoziny A = {1} a B = {2}. Pre mnozinu {1} mdme {1} €

S(ANB) = S(0), lebo 0 C {1}. Ale {1} ¢ S(A) NS(B), lebo {1} ¢ S(B) = S({2}), lebo {2} Z {1}.

b) Ukazeme, Ze tvrdenie plati. KedZe obe strany obsahuji len mnoziny prirodzenych éisel, tak ndm staci
ukazat, ze (VX € P(N))(X € S(A) NS(B) = X € S(AN B)). Pre kazdé X € P(N) plati:
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. X eSA)NS(B)

2. XeSAANXeSB)

3. ACXANBCX

4. ANB C X, lebo kazdy prvok y mnoziny AN B sa nachddza aj v A a vdaka A C X sa y nachddza aj v X
5. X e S(ANB)

Uloha 4. (BONUS, 2 body) Na polkruznici mame vyznacenych b (navzdjom roznych) bodov a kazdy z nich
je zafarbeny préve jednou z f farieb (b, f € NT). Susedné body si zafarbené roznymi farbami. Kazdi dvojicu
bodov rovnakej farby spojime useckou. Dokazte, ze ak sa ziadne dve tsecky nepretnt, tak b < 2f — 1.



RieSenie

Zadanie mozno interpretovat tak, Ze ak mdme predpisanych f farieb, tak vieme maf na polkruZnici najviac
2f — 1 bodov. Toto tvrdenie dokdZeme tiplnou matematickou indukciou podla premennej f. Pritom namiesto
polkruznice budeme uvazovat, ze body lezia na I'ubovolnom kruznicovom obliku.

Baza Pre f = 1 farbu vieme mat najvaic 1 = 2f — 1 bod, lebo dva body st uz susedné a mali byt rovnaki
farbu.

Indukény krok Nech f € NT. Predpokladajme, Ze pre vietky k € NT, k < f plati, Ze pre k farieb vieme mat
na kruznicovom obliku najviac 2k — 1 bodov. Uvazujme teraz f + 1 farieb a pozrime na prvy bod na obliku
a vsetky ostatné body zafarbené rovnakou farou — oznaéme ich A, As, ..., A; pre nejaké t € NT. Tieto body
nam rozdelia oblik na t tsekov ui,us, ... us, teda oblik nam vyzera takto:

A17U1,A27U2,... aut—hAtvut-

(V skutocnosti t moze byt najviac 3, lebo inak by sa spojnice bodov Ay, As, ..., A; pretinali; v rieSen{ to viak
nepotrebujeme.) Pocet farieb v tseku w;, i € {1,2,...,t}, si oznacme f;. Usek u; moze byt prézdny, teda
ft > 0, no zvysné useky obsahuju aspori jeden bod, a teda f; > 1 pre i € {1,2,...,t — 1}, ked'Ze tieto tiseky
oddelujui dva body rovnakej farby. Navyse, ziadne z tsekov u;, u; nemaji spoloénu farbu, lebo inak by spojnica
spdjajuca dva body rovnakej farby prefala spojnicu A1 A;. Teda f1 + fo + -+ f: = f. Pre kazdy z usekov u;
prei € {1,2,...,t — 1} teda plati f; < f, a tak z indukéného predpokladu tento dsek obsahuje najviac 2f; — 1
bodov. Ak f; > 1, tak posledny tsek obsahuje tiez najviac 2f; — 1 < 2f; bodov; ak f; = 0, tak obsahuje 0 = 2f;
bodov; teda v oboch pripadoch posledny tsek obsahuje najviac 2f; bodov. Preto cely oblik obsahuje najviac

t+2H -1 +QCfr—+--+2fican — D+ 2f) =t+2(fr+ fo+--+f)—(t—-1)=t+2f—t+1=2f+1.

Teda sme ukézali, ze oblik s f + 1 farbami obsahuje najviac 2f +1 = 2(f + 1) — 1 bodov a tym je dokaz
indukciou dokonceny.



