Pisomka z Uvodu do diskrétnych struktuar
10. 11. 2021
Uloha 1. (2 body) Néjdite negéciu nasledovného vyroku:
Va€eZ)[(FbeZ)(a|b) = (VeeZ)(c>a=c#b5)A(IdeN)(d < a))
Pozndmka. Kazdy kvantifikdtor sa viaZe prave na jednu zatvorku hned za nim.

Riesenie.

(Fa € Z)[(Ib € Z)(a|b) A((Fec € Z)(c>anc=5)V (Vd € N)(d > a))].

Uloha 2. (4 body) Zistite (a nédsledne dokézte), ¢i nasledovny zlozeny vyrok je tautoldgia:
(A= B)VvV[(CVv—-DV-E)A(-B= D))= (CV(AAN-E)).

Dékaz. Sporom dokézeme, ze ide tautolégiu. Nech teda plati negécia vyroku

1. AN=BA[((CV-DV=E)A(=B= D))A(-CA(—AV E)]
2. A(z 1)
3. 7B (z 1.)

4. CVv-DV-E (z1.)
5. -B=D (z 1)

6. -C (z 1.)

7. "AVE (z1.)

8. D (z3.ah.)

9. =E (z 4., 6.2a8.)

10. AAN—E (z2.a9.) — to je vSak negdcia 7., ¢im dostdvame spor.

Uloha 3. (4,5 boda) Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 0 plati 3 - 2™ > bn — 4.

Dékaz. Najprv platnost tvrdenia overfme pre n € {0,1,2}:

n=0:3>-—4,
n=1:6>1,
n=2:12 > 6.

Teraz matematickou indukciou dokazeme, ze pre vsetky celé n > 2 plati 3-2"™ > 5n — 4. Badzu n = 2 mame uz
overend.

Nech n > 2 a predpokladajme, 7e plat{ 3-2" > 5n — 4 (IP). Dokdzeme, Ze potom platf 32"t > 5(n+1) —4 =
5n + 1. Z indukéného predpokladu plati
P
32" =2.(3-2") > 2(5n —4) = 10n — 8.
Taktiez mame

10n -8 >5n+1

0

5n > 9

)

n>1,8,



¢o pre n > 2 plati. Spojenim tychto nerovnosti dostavame
3-2"F1 > 10n -8 >5n+1,
¢o sme chceeli dokézat. O

Uloha 4. (4,5 boda) O relécii
R={(a,b) €ZxZ; (3k € Z)(a = 6kb)}

zistite (a nésledne dokdzte), ¢i je reflexivna, ireflexivna, symetrickd a tranzitivna. Vase tvrdenia dokézte.

Dékaz. Reflexina nie je, lebo —1R1, nakolko neexistuje celé &islo k, pre ktoré by platilo 1 = 6k (k = 1/6).
Ireflexivna nie je, lebo 0RO, ked7e 0 =6-1-0.

Symetricka nie je: Plati 6R1, lebo 6 = 6 -1 - 1. Neplati vSak 1R6, lebo neexistuje celé ¢islo k, pre ktoré by
platilo 1 = 36k (k = 1/36).

Tranzitivna je. Nech plati
aRb A bRec.

Teda existuju celé ¢éisla k, [, pre ktoré
a = 6kbAb=6lc.

Potom
a = 6kb = 6klc = 6(kl)c.

Cize sme nasli také celi &slo m = kI, pre ktoré a = 6me. Preto
aRec.
O

Uloha 5. (5 bodov) Dokézte, ze pre kazdi mnozinu A a kazdé reldcie R, S, T a U definované na mnozine A
plati
RS—TUCR(S-U)U(R-T)S.

Pri dokaze vychdzajte z definicii operacii s mnozinami a reldciami. Neodvolavajte sa na tvrdenia o mnozinach
a reldciach.

Dékaz. Kedze na lavej strane mame reldciu, ¢o je mnozina usporiadanych dvojic, vietky jej prvky st usporiadané
dvojice. Preto ndm staci dokéazat, Ze pre vetky usporiadané dvojice (a,b) plati

(a,b) € RS — TU = (a,b) € R(S—U)U (R —T)S.

1. Nech (a,b) € RS — TU

2. (a,b) € RS A (a,b) ¢ TU

3. (a,¢) € RA(c,b) € S pre nejaké ¢ (lebo (a,b) € RS z 2.)

4. (Vd)((a,d) ¢ TV (d,b) ¢ U) (lebo (a,b) ¢ TU z 2.)

5. (a,c) ¢ TV (c,b) ¢ U (kedze 4. plati pre vSetky d, tak plati aj po dosadeni d = ¢

Dokaz rozdelime podla toho, ktory z vyrokov v 5. plati

5a. (a,c) & T 5b. (c,b) ¢ U

6a. (a,c) € R (z3.) 6b. (c,b) € S (23.)

7a. (a,¢) € R—T (z 5a. a 6a.) 7. (¢,b) € S — U (z 5b. a 6b.)

8a. (¢,b) € S (z3.) 8b. (a,¢) € R (z3.)

9a. (a,b) € (R—T)S (z Ta. a 8a.) 9b. (a,b) € R(S —U)S (z b. a 8b.)

Spojenim zaverov z oboch vetiev tak mame, ze plati
(a,b) e R(S—-U)U(R-T)S,

¢o sme mali dokézat. O



