Cvicenie 1: Matematickid indukcia

Zakladna forma matematickej indukcie

Princip matematickej indukcie: nech X C N je mnozina prirodzenych cisel také, ze:
(1) 0 e X.
(ii) Pre vietky n € N plati: ak n € X, tak n+1 € X.

Potom X = N.

V pripade, Ze mame dant postupnost vyrokov (V(n))pen, moézeme za X zvolit mnozinu tych n € N,
pre ktoré je vyrok V(n) pravdivy. Ako priamy dosledok principu matematickej indukcie tak dostavame
nasledujtcu vetu:

Veta 1. Nech (V(n))nen je postupnost vyrokov takd, Ze
(1) Vyrok V(0) je pravdivy.
(ii) Pre vSetky n € N plati: ak je pravdivy vyrok V(n), tak je pravdivy aj vyrok V(n + 1).
Potom je vgrok V(n) pravdivy pre vSetky n € N.
Tvrdenie (i) predchadzajicej vety sa nazyva bdza indukcie a tvrdenie (i7) sa nazyva indukény krok.

Princip matematickej indukcie nemozno dokazat — ide o jednu z tzv. Peanovijch axiom, ktora je ale ekviva-
lentné inému pomerne o¢ividnému tvrdeniu, tzv. vlastnosti dobrého usporiadania mnoziny N (vid nizsie).
Je teda mozné chapat princip matematickej indukcie ako axiému a vlastnost dobrého usporiadania mno-
ziny N ako désledok tejto axiémy, alebo naopak.

Casto sa stava, Ze tvrdenie plati (alebo dava zmysel) iba pre prirodzené ¢isla n vacsie alebo rovné ako
nejaké ng € N. Pomocou principu matematickej indukcie ale mozno Tahko dokézat platnost nasledujiceho
variantu vety [T}

Veta 2. Nech ng € N a (V(n))n>n, je postupnost vgrokov takd, Ze
(1) Vygrok V(ng) je pravdivy.
(ii) Pre vietky n € N také, Ze n > ng plati: ak je pravdivy vyrok V(n), tak je pravdivy aj vijrok V(n+1).

Potom je vyrok V (n) pravdivy pre vietky n € N také, Ze n > ng.

— Uloha 1. Dokazte Vetu (s pouzitim principu matematickej indukcie).
Uloha 2. Dokazte, ze pre vietky n € N plati 3 | n® 4 2n.
Uloha 3. Dokazte, ze pre vietky n € N plati 5 | n® — n.
— Uloha 4. Dokazte, ze pre vietky n € NT plati 31 | 57! 4- 621,
Uloha 5. (*) Dokaite, 7ze pre vietky n, k € N plati n? +n + 1 | nF+2 + (n + 1)2++1,

— Uloha 6. Nech A C N je I'ubovolna konedna mnoZina prirodzenych é&isel, pre ktorti plati |A| = n.
Ozna¢me

S(A)={z+y|xze A ye A}
Dokézte, ze |S(A)| > 2n — 1.



Uloha 7. (*) Nech A, B C N st Tubovolné koneéné mnoziny prirodzenych &isel takeé, ze |A| = m > 1
a |B| =n > 1. Ozna¢me

A+B={a+b|a€A; be B}.

Dokazte, ze potom
|JA+B|>m+n—1

a ukdzte, Ze tento dolny odhad je tesny]| pre vietky m,n > 1.
Uloha 8. Dokazte, ze pre Iubovolnych n kladnych realnych éisel @1, @o, ..., =, so sa¢inom 1 plati
,]}1—‘—1‘2‘{“"1'”277;

Uloha 9 (Nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom). (*) Dokazte, ze pre I'ubovol-
nych n nezapornych realnych ¢&isel xy, xo, ..., z, plati

Ty +Tp+ -+ Ty
n

> 11Ty ... Ty

Uloha 10. Z tedrie &isel vieme, ze NSD(a, b) = NSD(a, a—b). Dokézte, ze potom plati aj NSD(a, b) =
NSD(a, amodb).

Silna matematicka indukcia

Pri dokaze indukéného kroku sa pri ,,beznej“ matematickej indukcii (podla vety |1 resp. vety [2) odvodzuje
platnost vyroku V(n+1) len na zaklade predpokladu platnosti vyroku V(n) — tento predpoklad nazyvame
indukcénym predpokladom. Formalne sa teda nemozno odvolavat na platnost vyrokov V(j) pre j < n;
indukénym predpokladom je iba platnost vyroku V(n).

Lahko moZno nahliadnut, Ze ide o umelé a ¢isto forméalne obmedzenie. Ak totiz v baze indukcie dokdZzeme
platnost vyroku V(ng) a néasledne dokaZeme indukény krok pre n = ng,...,k — 1, Tahko vidiet, Ze st
pravdivé wvsetky vyroky V(ng),V(ng + 1),...,V (k). Pri dokaze indukéného kroku pre n = k sa teda
moZeme odvolavat aj na platnost vyrokov V(j) pre ng < j < k: Tahko moZno dokazat, ze zaver vety |2 —
¢ize pravdivost vyroku V'(n) pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng — bude aj v tomto pripade zaruceny. Tuto
myslienku moZno sformalizovat nasledovne:

Veta 3. Nech ng € N a (V(n))n>n, je postupnost vgrokov takd, Ze
(i) Vyrok V(no) je pravdivy.

(ii) Pre vietky n € N také, Ze n > ng plati: ak su pravdivé vgroky V(no),V(no +1),...,V(n), tak je
pravdivy aj vgrok V(n + 1).

Potom je vgrok V(n) pravdivy pre vSetky n € N také, Ze n > ny.

Veta[3]sa niekedy nazyva principom iplnej matematickej indukcie, pripadne principom silnej matematickej
indukcie. Ak si navySe uvedomime, Ze bod (i) vieme dostat z bodu (ii) dosadenim n = ng — 1 a vhodne
posunieme indexy, tak vieme sformulovat princip silnej matematickej indukcie aj v jednom kroku.

Veta 4. Nech ng € N a (V(n))n>n,. Nech pre vsetky n € N také, Ze n > ng, plati implikdcia:

Ak je vgrok V (k) pravdivy pre kazdé k € N mensie ako n, tak je pravdivy aj vgrok V(n).

Potom je vgrok V(n) pravdivy pre vSetky n € N také, Ze n > ny.

'K Tubovolnej dvojici prirodzenych &isel m,n > 1 teda existuji koneéné mnoziny A, B C N takeé, ze |A| = m,
|IBl=nal|A+B|l=n+m—1.



V tejto vete pre n = ng dostaneme implikaciu: ,,Ak pravda, tak je pravdivy vyrok V(ng).“ Ten mé rovnaka
pravdivostna hodnotu ako V' (ny).

V tejto suvislosti treba upozornit na skutoénost, ze predovsetkym vo filozofickej logike sa niekedy pouziva
pojem tuplnej indukcie vo vztahu k tzv. neidplnej indukcii; t4 v matematike nema miesto, no ¢asto sa
pouziva v empirickych vedach (z 1000 neaspesnych pokusov o prerazenie hlavy muarom napriklad moze
empirickd veda trochu neuvazene ustdit, Ze to nie je mozné; o matematicky dokaz ale nejde). Podla tejto
terminolégie je matematickd indukcia vZdy dplna, hoci nejde o tplnt matematickt indukciu v zmysle
zavedenom vyssie.

Uloha 11. Dokézte vetu [3| (s pouzitim vety .
Ndpoveda: nech V'(n) :=V(ng) AV(ng+ 1) A... AV(n), potom...

Uloha 12. Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢islo n > 2 mozno rozlozit na sacéin prvocisel.

Uloha 13. Pod rozlomenim obdlznikovej tabulky ¢okolady rozumieme jej rozdelenie (pozdiz priamky,
ktora prechadza hranami medzi §tvoréekmi) na dve obdlznikové tabulky, ktoré dohromady obsahuji
rovnaky pocet Stvoréekov ako povodna tabulka. Dokazte, ze kazdu obdlznikovi tabulku ¢okolady o
n € N\ {0} 8tvor¢ekoch mozno rozdelit na jednotlivé stvor¢eky pomocou n — 1 rozlomeni.

Uloha 14. (*) Dokazte predoglé tvrdenie bez pouzitia matematickej indukcie

Uloha 15. Nech n je je kladné celé &islo. Na zaciatku mame jednu kopku s n Zeténmi. V jednom
kroku si vyberieme Iubovolni kopku s asponi 2 Zeténmi a rozdelime ju na dve neprazdne kopky,
jednu s a Zeténmi a druht s b Zeténmi. Za takyto krok ziskame ab bodov. Tento krok opakujeme
do vtedy, dokym vSetky kopky neobsahuju len jeden Zeton. Dokazte, Zze bez ohladu na to, aké kroky
sme vykonavali, za cely tento proces ziskame presne %n(n — 1) bodov.

Priklad. Na zaciatku méme kdpku so 10 Zeténmi. V prvom kroku ju rozdelime napriklad na dve
kopky s 3 a 7 zeténmi, za ¢o ziskame 3-7 = 21 bodov. V druhom kroku si vyberieme napriklad kopku
so 7 zetonmi a rozdelime ju na 2 a 5 Zeténov, ¢im ziskame 2 -5 = 10 bodov.

Uloha 16. Mame dany konvexny n-uholnik, kde n je celé &slo a n > 3. Pomocou niekol'kych
priamok ho rozdelime na samé trojuholniky. Dokézte, Ze po tomto procese dostaneme urcite aspon
n — 2 trojuholnikov.

Pozndmka. Mnohouholnik M je konvezny, ak pre kazdu dvojicu bodov X, Y (¢ uz z obvodu alebo z
vnutra) mnohouholnik M obsahuje celu tsecku XY. Ekvivalentne sa da povedat, Ze mnohouholnik
je konvexny, ak vSetky jeho vniitorné uhly st mensie ako 180°.

Uloha 17. Uvazujme tvrdenie: Pre kazdé prirodzené &islo n existuje prirodzené &slo k a k-prvkova

postupnost ¢isel ag, ay, ..., ax_1, ktorej kazdy ¢len je z mnoziny {—1,1,4,6}, pricom plati
k-1
n= Z a; - 4°.
i=0

Dokazte toto tvrdenie. NapiSte program, ktory nacita prirodzené ¢islo n a vypiSe prislusna postupnost
ag, ai, ..., ax_1 z tvrdenia.

Pozndamka. Aj 0 je prirodzené ¢islo. 0-prvkova postupnost je prazdna a sucet cez 0 prvkov (v tomto
pripade pre k od 0 po —1) je definovany ako 0.

Uloha 18. Dokéazte, Ze kazdé prirodzené ¢islo mozno zapisat ako sucet niekol'kych navzajom roznych
Fibonacciho ¢isel.

Fibonacciho c¢isla Fy, Fy, Fy, ... st definované nasledovne: Fy = 0, F; = 1 a pre vSetky celé ¢islan > 2
plati F,, = F,,_1 + F,,_5. Zapis 2 = F| + F, nepovazujeme ako sucet navzajom roznych Fibonacciho
¢isel, nakolko F| = F,.



Uloha 19. Nech n € N* a M je n-prvkova mnozina. Majme postupnost (ay,as, ..., a;) prvkov
mnoziny M, ktora splha nasledovné vlastnosti:

(i) a; # a;41 pre kazdé i € {1,2,...,k —1};

(ii) nemozno vybrat Styri indexy b, ¢, d, e € {1,2,... k} také, ze b < c < d < e, ap = aq # A = Qe
(teda nejaké dve rozne &isla z, y nenajdeme v konfiguracii x, y, x, y, nie nutne pri sebe).

Dokazte, ze k < 2n — 1.

Uloha 20. (*) Dokazte, Ze pre Iubovolné prirodzené ¢isla a, b existuji celé ¢isla k, [ takeé, ze
NSD(a,b) = ka + 1b.

Napoveda. Mozete vyuzit, ze NSD(a,b) = NSD(b, a — b).

Pri pouziti iplnej matematickej indukcie je ¢asto nutné dokazat ,viacero baz indukcie“. Ide najma o tie
situécie, kde sa v dokaze indukéného kroku odvoldavame na platnost aspoinl jedného vyroku V(n — j) pre
j > 1. Takyto dokaz indukéného kroku je vo vSeobecnosti nepripustny pre n také, ze n — j < ng (kde ng
mé vyznam z vety [3)), pretoze o V(n — j) v takom pripade vo vSeobecnosti nevieme vobec ni¢ (dokonca
ani to, ¢ takyto vyrok dava zmysel). Preto treba ,malé hodnoty* ¢isla n oSetrit osobitne. Citatel by iste
dokézal upravit vetu [3] tak, aby brala na zretel aj tento pripad.

Uloha 21. Dokéite, 7e pre vietky n € N, n > 8 existuju a,b € N tak, ze plati n = 3a + 5b.
Uloha 22. Dokéite, 7e pre vietky n € N, n > 12 existuji a,b € N tak, ze plati n = 4a + 5b.

Uloha 23. Dokézte tvrdenia z predchadzajtcich dvoch tloh bez pouzitia tplnej matematickej in-
dukcie.

Fibonacciho ¢isla st definované nasledujicim rekurentnym predpisom:

Fy =0,
=1,
Foio=F,1+F, pre vSetky n € N.

V nasledujicom budeme pouzivat oznacenia

_1+V5 1-V5
== .

¥

Cislo @ sa zvykne nazyvat zlaty rez.

Uloha 24. Dokazte, ze pre vietky n € N plati

PP

Uloha 25. Dokéite, Ze pre vietky n € N\ 0 plati
Spn:SDFn'}_Fn—l

Uloha 26. Dokéite, 7e pre vietky n € N plati

Y Fy=Fua—L
k=0

Uloha 27. Dokazte:



a) Pre vsetky n € N plati

n
E F2k+1 = F2n+2‘
k=0

b) Pre vsetky n € N plati

> Fow = Fopir — 1.
k=0

Uloha 28. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
> F}=FuFo.
k=0

Uloha 29. Dokéite, 7e pre vietky n € N plati
1 1\" [ F. F
10 - F'n anl ‘

Ako nerobit indukciu
Uloha 30. Najdite chybu v ,,dokazoch” nasledovnych , viet®.

,veta“ 5. Pre v8etky a,b € N plati a = b.
,Dokaz“. Matematickou indukciou vzhladom na M := max{a,b}.
1° Pre M = 0 nutne a = b = 0 a tvrdenie plati.

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre M = k. UkaZeme, Ze plati aj pre M = k + 1.

Nech a,b € N su &isla také, ze max{a,b} = k + 1. Potom max{a — 1,b — 1} = k. Z indukéného
predpokladu teda vyplyva, Ze platia — 1 =b— 1, a teda aj a = b. O

Indukcia a dobre usporiadané mnoziny

Hovorime, Ze linearne usporiadana mnozina (X, <) je dobre usporiadand, ak kazda neprazdna mnozina
A C X ma4 v usporiadani < najmen§i prvok. Mnozina N je dobre usporiadané — ide o jednu z jej kIi¢ovych
vlastnosti, ktora je ekvivalentna principu matematickej indukcie (a teda moze byt povazovana za jednu z
axiom Peanovej aritmetiky prave namiesto principu matematickej indukcie).

V pripade, Ze sa pomocou matematickej indukcie d& dokazat pravdivost nejakého vyroku V' (n) pre vietky
prirodzené ¢isla n > ng, je mozné rovnaké tvrdenie dokazat aj s pouZitim principu dobrého usporiadania.
Sta¢i za uc¢elom sporu predpokladat, Zze mnozina A = {n € N |n >ng A =V (n)} je neprazdna. V takom
pripade ma tato mnoZina najmensi prvok m. Zostava dokazat, Ze:

(i) Nemoze platit m = ng — to je zrejme ekvivalentné dokazu pravdivosti vyroku V(ng), a teda baze
matematickej indukcie.

(ii) Ak m > ng, tak nutne m — 1 € A, ¢o je spor s minimalitou m. Tu sa v skuto¢nosti dokazuje iba
implikacia ,,ak =V (m), tak =V (m — 1), ¢o je obmena implikacie ,,ak V' (m —1), tak V(m)*“. Kedze
m > ng, mdzeme zaviest premenni n := m — 1, &m kone¢ne dostavame implikaciu ,,ak V' (n), tak
V(n+ 1) z indukéného kroku.




Na dékaz s vyuzitim vlastnosti dobrého usporiadania mnoziny N sa teda moZno divat ako na ,, matematicku
indukciu sporom*.
Uloha 31. Z principu matematickej indukcie odvod'te vlastnost dobrého usporiadania mnoziny N.
Uloha 32. 7 vlastnosti dobrého usporiadania mnoziny N odvodte princip matematickej indukcie.

Uloha 33. Vyberte si niektort z predoslych tloh. Miesto dokazu matematickou indukciou ju dokazte
s vyuzitim dobrého usporiadania N.

V nasledujiicej tlohe moZno pouzit napriklad indukciu vzhladom na n, pricom baza tejto indukcie sa
dokaze dalsou indukciou, tentokrat vzhladom na k. Alternativne moZno tvrdenie dokazovat indukciou
vzhladom na k a bazu dokazat indukciou vzhladom na n.

Uloha 34. Uvazujme zobrazenie f: N> — N dané nasledovne:

f(0,0) =2,
fn+1,k)=f(n,k)+2(n+k+2), VnkeN,
fn,k+1)=f(n,k)+2(n+k+1), Vn,k € N.

Dokézte, ze pre vsetky n, k € N plati
fn,k)=n+k+2)?—n—3k—2.
I Na zéver uvedieme este jednu pomerne jednoduchi tlohu, ktora sa objavi aj v nasledujicich cvi¢eniach.

Uloha 35. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Z mnoziny {1,...,2n} vyberme Tubovolnych n + 1
(roznych) ¢isel. Dokazte, ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré majua rozdiel 1.

RieSenia 1loh
RieSenie ulohy 8
Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla n. Pre n = 1 mame zjavne 1 = 1 a tvrdenie

x1 > 1 zjavne plati.

Predpokladajme, Ze pre nejaké k € Nt a pre Tubovolnych n kladnych realnych &isel 41, s, ...,y SO
suc¢inom 1 plati y; +ya+ -+ +yr > k. Nech x1, 2o, ..., 251 je nejakych £+ 1 kladnych reélnych ¢isel
so suc¢inom 1. Ukazeme, zZe plati

T+ T+ xp + x> k+ L

Ak by bolo kazdé z ¢isel x1, xo, . .., x4 VAcSie ako 1 (resp. mensie ako 1), tak by bol ich suéin vacsi
ako 1 (resp. mensi ako 1, ¢o by bol spor. Preto musi spomedzi ¢isel xq,xo, ..., 241 existovat jedno,
bez ujmy na vSeobecnosti nech to je xp,q, ktoré je aspon 1 a jedno, ktoré je najviac jedna, nech to
je L.

Zoberme si k ¢isel xy,x9,..., 0 1, T - Tpyq. SUCIN tychto éisel je xyxo ... xp 1221 = 1 a preto
podla indukéného predpokladu plati

1‘1+$2+"'+$k,1+l’kl’k+12k



a po pripoc¢itani jednotky plati tiez
r1+To+ -+ xp gt g +1>k+1
Teraz nam staci ukéazat, ze plati
1+ xo+ A+ T F T T X1 F T+ T+ e + L (1)
Tuto nerovnost si vSak vieme ekvivalentne upravit nasledovne

T+ xo+ -+ X1 T F Ty > F T2+ F Ty + TpTprr + 1
T+ Tpp1 > TpTryr + 1,
0> 2p&pq1 — @) — Tpgpr + 1,
0> (z — 1)(@p41 — 1),

a to plati, kedze z; <1 (ateda 2 — 1 < 0) a 441 > 1 (a teda x4 — 1 > 0).

Tym je dokaz hotovy. Pre lepsiu jasnost este uvedieme, ze sme dokazali toto:
Ti Tyt A T T T 2T+ T+ T+ T 1<k + 1

kde platnost prvej nerovnosti vyplyva z platnosti a platnost druhej nerovnosti vyplyva z induké-
ného predpokladu.

Riesenie tlohy 15

Tvrdenie dokdzeme tiplnou matematickou indukciou.

Baza. Pren =1 méame jednu kopku s 1 Zeténom, ¢ize sme skoncili a ziskali sme 0 = % -1-0 bodov,
Cize tvrdenie plati.

Indukény krok Uvazujme celé ¢islo k& > 2.

Predpokladame, ze pre kazdé n € {1,2,...,k — 1} plati, ze ak za¢iname s kopkou s n zetonmi, tak
po T'ubovolnej postupnosti krokov podla zadania ziskame %n(n — 1) bodov (indukény predpoklad).

Teraz dokédzeme, ze rovnaky zaver plati pre kdopku s k Zetonmi. V prvom kroku rozdelime kopku na
dve kopky, jednu s ¢ zetonmi a druha s k — ¢ Zeténmi, pricom ziskame ¢(k — ¢) bodov. Dalej budeme
robit kroky s tymito dvomi kopkami. KedZe tieto dve kopky st nezavislé a 1 < k, kf < k — 1, tak z
indukéného predpokladu vieme, Ze z prvej kopky velkosti ¢ ziskame %E(ﬁ —1) bodov a z druhej kopky
velkosti k — { ziskame $(k — ¢)(k — ¢ — 1) bodov. Né§ celkovy zisk bodov tak je

Uk —0) 4+ 3000 —=1)+3(k—0)(k—(—1)=
L RUk-0+ -1+ (k=0Ok—0-1)] =
L Rk—20 40 I+ Pkl —k—kl+ 7 (] =
L(k* — k).

A to sme mali dokazat. Dokaz tplnou mat. indukciou je tak hotovy.



Riesenie tlohy 16

Skor nez sa pustime do dokazu, tak si uvedomme, ze ak z kazdého n-uholnika dostaneme aspon n — 2
trojuholnikov, tak aj z kazdého k-uholnika pre k > n musime dostat aspon n — 2 trojuholnikov. Je
tomu tak prelo, lebo kazdy n uholnik mozno brat ako Specidlny pripad k-uholnika, kde niektoré jeho
vrcholy lezia na priamke. Uvazovanie takychto degenerovanych k-uholnikov nam dokaz neovplyvni.

Tvrdenie zo zadania dokdZeme tplnou matematickou indukciou. Pre n = 3 rozdelujeme trojuholnik
a zjavne po Tubovolnom rozdeleni dostaneme aspon 1 =n — 2 trojuholnik.

Predpokladajme, Ze pre kazdé celé k, kde 3 < k < n, plati: Ak rozdelime konvexny k-uholnik priam-
kami na trojuholniky, tak dostaneme asponi k — 2 trojuholnikov. Uvazujme teraz [ubovolny konvexny
n-uholnik a Tubovolné jeho rozdelenie priamkami na trojuholniky. Vyberme si jednu priamku. Té
ho vdaka konvexnosti rozdeli na a-uholnik a b-uholnik (oba opét konvexné) pre nejaké celé cisla
a,b > 3. Spocitanim vrcholov vzniknutych mnohouholnikov zapoc¢itame isto kazdy vrchol n-uholnika
a dva spolo¢né vrcholy a- a b-uholnika zapoc¢itame dvakrat. Preto a +b>n+2. Ak a <n aj b <n,
tak z indukéného predpokladu vyplyva, Ze po rozdeleni a-uholnika ndm musi vzniknit aspon a — 2
trojuholnikov a z b-uholnika aspon b — 2 trojuholnikov. Spolu tak dostavame aspon

a—2+b—2=a+b—4>n+2—-4=n-—2 trojuholnikov,

¢o sme mali dokazat.

Co ak neplati a < n A'b < n? Bez ujmy na vsSeobecnosti nech a > n. Potom z a-uholnika musi
vzniknit aspon tolko trojuholnikov ako z (n — 1)-uholnika, ¢o je z indukéného predpokladu aspon
n — 3. Z b-uholnika musi vzniknut aspon jeden. Dostavame tak, Ze rozhodne musime dostat aspon
n — 3+ 1 =mn — 2 trojuholnikov. Tym je indukény krok dokazany.
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Baza Cisla 0, 1 a 2 zapiSeme nasledovne
e 0 zapiSeme cez prazdnu postupnost,
o 1=1-4°

e 2=06-4"—1.4%

Indukény krok Teraz uvazujme prirodzené ¢islo n > 3.

(IP) Predpokladajme, ze pre kazdé prirodzené ¢islo t, 0 < t < n existuje prirodzené ¢islo ¢ a
postupnost by, by, ..., b,q Cisel z {—1,1,4,6} taka, ze

-1
1=0

Teraz dokédzeme najdeme taka postupnost aj pre ¢islo n. Oznacme ¢g =4, c; =1, co =6 a c3 = —1.
Vsimnime si, Ze pri tomto oznaceni plati ¢; mod 4 = i pre kazdé i € {0,1,2,3}. Preto ak polozime
z = n mod 4, tak ¢islo
n—c,
4

m =

bude celé. Taktiez plati



e m < n, nakolko je to ekvivalentné s n > —c,/3, ¢o plati kvolin >3 > 1/3 > —c,/3;

e m > 0, ¢o zjavne plati pre ¢, € {—1,1}, pre ¢, = 4 musime mat n > 4 (kedZe vtedy n mod 4 =
0) a tak (n —4)/4 > 0, a podobne pre ¢, = 6 mame n > 6 a tiez (n — 6)/4 > 0.

Preto podla IP pre ¢islo m existuje postupnost by, by, ...,b,—1 ¢isel z {—1,1,4,6} taka, ze

/—1

n—=«c .

== =N 4
m 1 L

Teda ked polozime k = ¢+ 1, ag = ¢, a a;41 = b; pre vietky i € {0,1,...,¢ — 1}, tak dostaneme

n a k—2
- o, 3
1 —E aiy1 -4,
=0
k—2 k—2 k—1
n:a0—|—4-5 ai+1-4Z:ao+E ai+1-4’+1:a0+2 CLi'4Z,
=0 1=0 =1
k—1
n= a; - 4"
=0

Tym sme pre ¢islo n nasli Zelant postupnost.

Program Tento dokaz vieme priamo prepisat do rekurzivnej funkcie, ktora nam pre zadané ¢islo
n vrati hfadant postupnost ¢isel. Pre efektivitu a jednoduchsiu implementaciu bude vracat tuto
postupnost v opacnom poradi.

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
const int c[] = {4, 1, 6, -1};

vector<int> transform(int n) {

int

if (n == 0)

{

return {};

}
if (n == 1)

{

return {1};

}
if (n == 2)

{

return {-1, 6};

}

int cz = c[n % 4];

int m = (n
auto res =

- cz) / 4;
transform(m) ;

res.push_back(cz) ;

return res;

main() {

int n;

cin >> n;

auto res =

for (int i
cout <<

3

transform(n) ;
= res.size() - 1; i >=0; i--) {
res[i] << ' ';

cout << endl;



Matematickou indukciou sme vlastne aj dokazali, ze tento program je korektny, teda ze sa tato
rekurzia vzdy skoné¢i a da nam spravny vysledok — preto je tento ddkaz o kus dlhsi ako samotna
rekurentné funkcia, a to o ¢ast, kde sme zdovodnovali, ze 0 < m < 0 (¢o je potrebné pre skoncenie
rekurzie) a koncové vypocty (zarucujice spravnost).

Riesenie tlohy 18

Tvrdenie dokdzeme tiplnou matematickou indukciou.

Baza. Pre n = 0 vyjadrime ¢islo 0 ako stcet 0 Fibonacciho ¢isel, resp. ako 0 = Fj.

Indukény krok. Vezmime si teraz n > 1 a predpokladajme, Ze
IP: Kazdé ¢islo mensie ako n vieme zapisat ako st¢et navzajom réznych Fibonacciho ¢isel.

Dokazme, 7e aj n vieme tak zapisat. Nech k je najvacsie prirodzené ¢islo, pre ktoré plati Fj, < n — také
zjavne existuje, nakol’ko berieme maximum z neprazdnej (lebo F, = 1 < n), ohrani¢enej (pomocou
n) mnoziny. Nakolko n > F,, tak mame k& > 2. Kedze n — F} < n, tak z indukéného predpokladu
vieme ¢&islo n — Fj, zapisat ako sucet navzajom roéznych Fibonacciho ¢isel. Ak k nim pridame ¢islo
F}., dostaneme vyjadrenie ¢isla n ako stcet Fibonacciho ¢isel.

n = vyjadrenie n — F} cez Fibonacciho ¢isla + Fj,.
Ukazeme, ze vyjadrenie n — F}, neobsahuje ¢islo Fj. Pre spor predpokladajme opak. Potom
n— I, > Fj.
S vyuzitim toho, Ze Fibonacciho postupnost je neklesajuca, teda Fj, > Fj_; pre vietky k£ > 1, mame
n>Fy+ Fy > Fip+ Fip = Frqa.

Tak sme zistili, ze Fri1 < n. To je spor s tym, Ze k je najvicsie také ¢islo, pre ktoré Fy, < n. Teda
nase vyjadrenie ¢isla n obsahuje navzajom rézne Fibonacciho ¢isla, ¢im je indukény krok dokonceny.

Doékaz toho, Ze Fibonacciho postupnost je neklesajica, sme nevyZadovali. Avsak je to tiezZ dobryj tréning
dokazovania. MéZete si skiusit. TotiZ priamo z ich definicie to nevyplyva. Vyplyva to vsak z toho, Ze
Fibonacciho ¢isla si nezdporné, co sa lahko dokdZe indukciou.
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Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla n. Pre n = 1 postupnost moze kvoli podmienke
(i) obsahovat najviac jeden ¢len, teda k < 1.

Predpokladajme teraz, Ze tvrdenie zo zadania plati pre kazdé n € {1,2,...,t}. DokdZeme, Ze potom
tvrdenie plati aj pre n = t+1. Nech A = (ay, as, . . ., ax) je postupnost prvkov nejakej (t+ 1)-prvkove;j
mnoziny M. Ozna¢me si a; = x a nech x1 = a1, 9, ..., x, st vSetky vyskyty prvku x v postupnosti
A. Postupnost A si potom vieme zapisat ako

X, P17*T27 P27x3 ceey Ls—1, Ps—hxsa PS7



kde Py, P,,..., P, st postupnosti prvkov z mnoziny M. Pre i € {1,2,...,s} si oznac¢ime dlzku
postupnosti P; ako k; a pocet jej roznych prvkov ako n;. Zjavne ky + ko + -+ + ks = k — s.

Pre kazdé i € {1,2,...,s— 1} plati k; > 0, a teda aj n; > 0 (teda postupnost P; je neprazdna), lebo
postupnost A nemoze obsahovat dva prvky x vedla seba. Taktiez sa nemoze stat, ze by nejaké dve
rozne postupnosti P; a P; mali rovnaky prvok, lebo to by porusilo podmienku (ii) pre postupnost A.
Vsetky postupnosti P; preto obsahuju navzajom disjunktné prvky (navyse rozne od x). Tym padom
plati ny + no + -+ +n, < t.

Pre kazdu postupnost P;, kde i € {1,2,...,s—1}, vieme pouzit indukény predpoklad, ¢im dostaneme
ki < 2n; — 1. Ak ny, > 0, tak z indukéného predpokladu pre postupnost P, dostdvame k, < 2ng, — 1.
Ak ng = 0, tak zjavne k, = 0. V oboch pripadoch nam vsak plati k; < 2n,. Spojenim tychto tvrdeni
dostéavame

k:$+k51—|—k2+"'+k5_1+k’5SS—{—in—1+27’LQ—1+"'+2n5_1—1+2n52
=s+2(n+ne+--+ng) —(s—1)=2t+1.

Teda k <2t +1=2(t+ 1) — 1, ¢o sme chceli dokazat.



