Cvicenie 2: Dirichletov princip

Dirichletov princip vo svojej zékladnej verzii vyjadruje jednoduché pozorovanie, Ze po priradeni n objektov
do m < n prie¢inkov bude aspon jeden priec¢inok obsahovat aspon dva objekty. Ak teda napriklad n holubov
pouziva m < n holubnikovych dier (holubnikov), tak aspon jednu z dier musia pouzivat najmenej dva
holuby (preto je niekedy re¢ aj o holubnikovom principe, angl. Pigeonhole principle).

Jeden zo sposobov, ako formalizovat tento princip, je cez mnoZiny.
Veta 1 (Dirichletov princip — cez mnoziny). Nech B je konecnd mnoZina velkosti m a pre n mnoZin

A1, Ay, Ay plati Ay U AU -+ U A, = B. Ak m > n, tak existuje i € {1,2,...,n} také, Ze |A;| > 2.

Inym spodsobom st zobrazenia. Priradenie n objektov do m prie¢inkov mozno sformalizovat ako zobra-
zenie f : A — B medzi koneénymi mnoZinami A a B takymi, Zze |A| = n a |B| = m. Zakladna verzia
Dirichletovho principu potom hovori, Ze ak m < n, tak takéto zobrazenie nemédze byt injektivne.

Veta 2 (Dirichletov princip — cez zobrazenia). Nech A a B si konecné mnoZiny také, Ze |A| = n, |B| =m
a n > m. Potom neexistuje Ziadne injektivne zobrazenie f: A — B.

Pripominame, Ze zapis d | a, ¢islo d deli ¢islo a, znamena, Ze existuje celé &islo k, pre ktoré plati a = kd.
V niektorych tlohach budeme hovorit o zvyskoch po deleni nejakym ¢islom d nasledovnym sposobom.

Definicia 1. Pre celé ¢isla a, b, d piSeme
a=b (mod d)

a hovorime, Ze a je kongruentné s b modulo d, pokial d | a — b, teda pokial a a b maju rovnaky zvysok po
deleni d. (Ako ste mohli vidiet na UDDS, ide o relaciu ekvivalencie na Z.)

— Uloha 1. Majme 5 (nie nutne roznych) prirodzenych &isel. Dokazte, Ze spomedzi nich mozno vybrat
dve, ktorych rozdiel je delitelny Styrmi.

— Uloha 2. Majme 101 (nie nutne roznych) trojcifernych prirodzenych ¢isel. Dokézte, Ze spomedzi
nich mozno vybrat dve, ktoré sa zhoduja v poslednych dvoch cifrach (dekadického zapisu).

Uloha 3. Majme n + 1 (nie nutne roznych) prirodzenych éisel ay, as, ..., any1, kde n € N\ {0}.
Dokézte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a a; —a; =0 (mod n).

Uloha 4. Predpokladajme, Ze Bratislava ma 419678 obyvatelov, z ktorych Ziaden nema viac ako
1000 rokov. Dokazte, ze aspon dvaja Bratislavéania sa narodili v rovnaky denn rovnakého roku.

Uloha 5. Majme 52 prirodzenych ¢isel aq, . . ., ase, ktorych zvysky po deleni ¢slom 100 st po dvoch
rozne. Dokézte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze ¢ # j a a; +a; =0 (mod 100).

— Uloha 6. Majme 52 (nie nutne roznych) prirodzenych ¢isel ay, ..., ase. Dokazte, Ze spomedzi nich
mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a a; + a; =0 (mod 100) alebo a; — a; =0 (mod 100).

Uloha 7. Nech (a4, . . ., a,) je koneéna postupnost prirodzenych ¢isel. Dokézte, Ze z nej mozno vybrat
neprazdnu sivisli podpostupnost (a;+1,...,a;) (i < j) tak, aby bol stc¢et a;+1 + ...+ a; ¢lenov tejto
podpostupnosti deliteIny ¢islom n.

Uloha 8. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Z mnoziny {1, ..., 2n} vyberme Tubovolnych n+1 (roznych)
¢isel. Dokéazte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré maja rozdiel 1.

Uloha 9. Majme 2"~*4-1 n-bitovych binarnych vektorov (teda postupnosti niil a jednotiek). Dokézte,
7e spomedzi nich mozno vybrat dva, ktoré sa liSia v najviac Styroch bitoch.



— Uloha 10. Vo vnutri rovnostranného trojuholnika o strane dizky 2 sa nachadza p#t bodov. Dokazte,
ze spomedzi nich moZzno vybrat dvojicu bodov, ktoré st od seba vo vzdialenosti nanajvys 1.

Uloha 11. VIk zje kazdy den aspon jednu ovcu, no najviac tri ovce. Medved zje kazdy den aspon
Styri ovece, no najviac sedem oviec. Dokéazte, ze v kazdom tyZzdni existuju dva dni, ked baca utrpi
rovnaki skodu.

Uloha 12. Potas deviatich kalendarnych tyzdiiov zje vlk kazdy deii aspoii jednu oveu, no v kazdom
z deviatich kalendérnych tyzdnov zje najviac 12 oviec. Dokézte, Ze existuje tisek po sebe iducich dni,
pocas ktorého zje vlk presne 15 oviec.

Uloha 13. Desat I'udi si posadalo za okrihly stél. Kazdy z nich dostal rafiajky so svojou menovkou.
Potom sa vsetci postavili a nahodne sa presadili tak, aby nikto nesedel pred svojimi ranajkami.

— a) Dokazte, ze vieme vzdy otocit stol tak, Ze asponi dvaja budu mat pred sebou svoje jedlo.
— b) Vieme vzdy otocit stol tak, Ze aspon traja buda mat pred sebou svoje jedlo?
c) Vyrieste ulohy a), b) pre pripad, ked za stolom je 11 Tudi.

Predmetom nasledujtcich tloh st urcité kombinatorické konfiguracie, ku ktorym mozno jednoznaé¢ne pri-
radit ich rad (prirodzené ¢islo n € N). Konfiguraciou radu n moze byt napriklad postupnost n hodov
niekol'kymi hracimi kockami alebo umiestnenie n figirok na Sachovnicu.

Nasledujice zadania navySe maju vlastnost, Ze ista situacia v nich nutne nastava pre vSetky konfiguracie
radu n > ng, kym pre konfiguracie radu n < ng této situacia v aspon jednom pripade nenastava (zo
zadania je vii¢Sinou lahko vidiet, Ze takato ,,prahova hodnota“ ng skutoé¢ne existuje). Ulohou je zakazdym
najst najmensie n také, Ze dand situicia nastava pre vetky konfiguracie radu n (hodnotu ng), pripadne
najvacsie n také, ze dana situacia este pre niektoru konfiguraciu radu n nenastéva (ng — 1).

Dékaz, ze hodnota x € N je skuto¢ne hladanym ng (resp. ng — 1) pozostava z dvoch Casti:

(1) Treba dokazat, 7e x < ng (resp. < nyp—1) a z je tak dolnym odhadom ng (resp. ng —1): pre z — 1
(resp. pre x) eSte dana situacia v aspon jednej konfigurécii nenastava.

(ii) Treba tiez dokazat, ze x > ng (resp. x > ng — 1) a z je tak hornym odhadom ng (resp. ng — 1): pre
x (resp. pre z + 1) musi dané situédcia nutne nastat vo v8etkych konfiguraciach.

Dékaz nerovnosti (i) je vacsinou pomerne jednoduchy, kedze sta¢i prist s konkrétnym prikladom konfigu-
racie radu x —1 (resp. x), pre ktort dana situdcia nenastéva. Na ddkaz nerovnosti (i7) je zvyCajne potrebné
vyuzit v8eobecné dokazové techniky. Jednou z nich je Dirichletov princip a prave na tie sa tu sistredime.

V gachovych tlohach budeme hovorit, Ze dve figiirky sa ohrozuju prave vtedy, ked jedna z nich vie urobit
tah na poziciu obsadenti druhou z nich. Farby figtriek nas nezaujimaja, pokial nie je napisané inak.

Uloha 14. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspoil
dvakrat padol rovnaky sicet?

Uloha 15. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon dvakrat
padol rovnaky sucet?

— Uloha 16. Kolko najviac vezi mozno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadne dve
neohrozovali?

— Uloha 17. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na (itandardnii) Ssachovnicu tak, aby sa Zziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 18. Kolko najviac jazdcov mozno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni
dvaja neohrozovali?



Uloha 19. Kolko najviac bielych pesiakov mozno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby sa
ziadni dvaja neohrozovali (za predpokladu, Ze biely pesiak moze stat aj v dsmom rade)?

Uloha 20. gpecializovany’ strelec-expert je Sachové figirka, ktoré sa moze hybat iba po diagonalach
rovnobeznych s diagonélou a1-h8. Pripustné su teda prave vSetky tahy po diagonale v smere ,,doprava
hore* alebo ,,dolava dole“. Kolko najviac Specializovanych strelcov-expertov moZno umiestnit na
(standardni) Sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 21. Prehnane iniciativny strelec je Sachova figurka, ktorej jeden tah pozostava z Tubovol-
ného nenulového po¢tu tahov bezného strelca. Kolko najviac prehnane iniciativnych strelcov mozno
umiestnit na (Standardnt) Ssachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 22. Kolko najmenej ¢isel musime vybrat z mnoziny {1,...,20}, aby medzi vybranymi ¢islami
zaruCene existovali dve, z ktorych jedno deli to druhé?

Uloha 23. Vyrieste predosla tlohu pre mnozinu {1,...,n}.

Veta 3 (Frekven¢éna forma Dirichletovho principu). Nech A a B si koneéné mnoZiny také, Ze |A| = n,
|IBl=m >1an/m >r—1 pre nejaké r € N. Potom pre lubovolné zobrazenie f: A — B existuje prvok
b € B taky, Ze f(a) = b pre asponi v réznych prvkov a € A.

Uloha 24. Dokaizte, 7e pri devitnastich hodoch hracou kockou musi aspoii Styrikrat padnuat rovnaké
¢islo.

Uloha 25. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspoil
Styrikrat padol rovnaky sucet?

Uloha 26. Kol'ko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspoi styrikrat
padol rovnaky sucet?

Uloha 27. Dokazte, ze z Tubovolného rozostavenia 33 vezi na (Standardnej) S8achovnici mozno vybrat
pat vezi tak, aby sa Zziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice odstréanime
zvys$né nevybrané veze.

Uloha 28. Dokéite, Ze z l'ubovol ného rozostavenia k € {0,1,...,64} vezi na (3tandardnej) 3achovnici
mozno vybrat [k/8] vezi tak, aby sa Ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice
odstranime zvysné nevybrané veze.

Uloha 29. Dokézte, Ze z Tubovolného rozostavenia deviatich strelcov na (Standardnej) sachovnici
mozno vybrat dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice odstranime
zvysnych nevybranych strelcov. Najdite vhodné zovSeobecnenie tohto tvrdenia pre k € {0,1,...,64}
strelcov.

Uloha 30. N&jdite najmensie také ¢islo k pre ktoré plati, ze v kazdej k-prvkovej podmnozine mnoziny
{1,2,...,100} sa nachadzaju tri ¢isla, ktoré maju spolo¢nu cifru (spolo¢né cifra musi byt rovnaka
pre vSetky tri, ale moze v nich byt na réznych poziciach, napr. ¢isla 12, 31 a 17 maju spolo¢nu cifru
1, ale ¢isla 42, 47 a 27 nemaju spolo¢nu cifru). Vase tvrdenie dokazte.

Uloha 31. Najdite najmensie kladné celé ¢islo k také, ze z kazdého rozmiestnenia k strelcov na
Sachovnici 8 x 8 mozno vybrat troch strelcov, ktori sa neohrozuju, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice
odstranime zvysnych nevybranych strelcov.

Uloha 32. Vyber niekolkych mnozin nazyvame podozriviym, pokial niektora z vybranych mnozin
je podmnozinou inej vybranej mnoziny. Najdite najvacsie také celé ¢islo k, pre ktoré mozno vybrat
k navzajom roéznych podmnozin mnoziny {1,2,3,4,5} tak, aby tento vyber nebol podozrivy. Vase
tvrdenie dokazte.



Uloha 33. Figturka miniveZa ohrozuje policka, ktoré sa nachadzaji v rovnakom riadku alebo stlpci
ako ona sama a zaroven st od nej vzdialené najviac tri policka (pozri obrazok). Kol'ko najviac minivezi
mozno umiestnit na Sachovnicu rozmerov

a) 8 x 8,
b) 9x9

tak, aby sa ziadne dve miniveze navzajom neohrozovali.
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Uloha 34. Kolko najmenej ¢isel (navzajom roznych) musime vybrat z mnoziny {1,2,...,22}, aby
zarucCene existovala dvojica ¢isel, ktorych rozdiel je 3, 4 alebo 7. Vase tvrdenie dokazte.

Bonus. Vyrieste tulohu vSeobecne pre mnozinu {1,2,...,n}.

Uloha 35. Kolko najmenej roznych ¢isel musime vybrat z mnoziny {1,2,...,100}, aby medzi vy-
branymi ¢islami zarucene existovala dvojica ¢isel, ktorych rozdiel je zlozené ¢islo? VasSe tvrdenie
dokazte.

Pozndamka. Zlozené ¢islo je také Cislo, ktoré mé aspon troch kladnych delitelov.

Uloha 36. Uvazujme plan MatFyzu ako na obréazku nizsie. Kolko najviac vezi vieme umiestnit na
policka tohto planu tak, aby sa Ziadne dve neohrozovali? Vase tvrdenie zdovodnite. Veza ohrozuje
policka, na ktoré sa vie pohnut tak, Ze ostane vo svojom riadku alebo stlpci a pritom nevyjde mimo
MatFyz (teda veze 1 a 2 sa ohrozuju, ale 2 a 3 nie).

Uloha 37. (3 body) Najdite najmensie &islo n, pre ktoré plati nasledovné tvrdenie: Z Tubovolného
rozmiestnenia n kralov na Sachovnici 8 X8 mozno vybrat piatich, z ktorych sa Ziadni dvaja neohrozuju.
Spravnost vasho tvrdenia dokazte.

Poznamka. Dvaja krali sa ohrozuji, ak sa nachéddzaji na polickach, ktoré maju spolo¢ny vrchol alebo
stranu.



Uloha 38. Figtrka strieborny generdl (pochadza z japonského 8achu) ohrozuje styri policka, s kto-
rymi mé spolo¢ny iba roh a jedno policko priamo pred sebou (ako na obrazku 1). Figarku mozno
otacat do 4 smerov, pricom figirka ma vyznacené, na ktorej strane ma predok.
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Obr. 1: Policka, ktoré ohrozuje strieborny general.

Najviac kolko striebornych generélov mozno umiestnit na Sachovnicu rozmerov 8 x 8 tak, aby Ziaden
strieborny general neohrozoval iného?

Na obrazku vlavo mozno vidiet priklad rozmiestnenia 11 striebornych generédlov, z ktorych Ziaden
neohrozuje iného. Na obrézku vpravo zas general na modrom policku ohrozuje generala na ¢ervenom
policku.
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Bonus. V zavislosti od kladného celého ¢isla n urcte, aké je rieSenie tlohy pre Sachovnicu rozmerov
n x n.

Uloha 39. Na salagi sa pasie 100 oviec. V1k zje kazdy defi aspoii jednu oveu a za n dni ich zje vietky.
Urcéte najmensiu hodnotu n, pre ktorti zarucenie existuje suvisly tusek dni, kedy vlk zje presne 20
oviec. (Aj jeden deni povazujeme za suvisly usek dni.)

Casté chyby

Ulohy tohto &tylu sa daju riesif roznymi sposobmi. Avsak treba byt na pozore, lebo mnohé z nich st
nespravne.

Uloha [34: vyber &isel

Kol'ko najmenej ¢isel (navzajom roznych) musime vybrat z mnoziny {1,2,...,22}, aby zarucene
existovala dvojica ¢isel, ktorych rozdiel je 3, 4 alebo 7. VaSe tvrdenie dokazte.




Nespravne rieSenie 1

Vybrat 8 ¢isel nam nestaci: 1, 2, 3, 11, 12, 13, 21, 22 — medzi tymito ¢islami nendjdeme rozdiel
3, 4, ani 7. Ak by sme pridali hocijaké deviate ¢islo, tak by uz malo s niektorym z nich rozdiel
3, 4 alebo T:

4—-1=3 14-11=3
5—2=3 15-12=3
6-3=3 16—-13=3
7T—-3=4 17-13=4
8§—1=7 18—-11=7
b=0=% 1W=1h=7
10-3=7 20-13=7

| r

Nespravne riesenie 2

Vyberieme ¢o najviac ¢isel tak, aby medzi nimi nebol rozdiel 3, 4 ani 7. Aby sme vybrali ¢o
najviac ¢isel, tak zacneme vyberat ¢o najmensie ¢isla, teda 1, 2, 3. Teraz nemdzeme vybrat
¢isla 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, lebo by sme dostali zakdzany rozdiel (4 —1=3,5—-2=3,6—3 =3,
7-3=4,8-1=7,9-2=7,10-3=7). Cisla 11, 12, 13 uz vybrat vieme, tak ich vyberieme.
Vybrat miesto nich vicsie ¢isla sa ndm neoplati. Po ich vybere z rovnakého dévodu nemozeme
vybrat ¢isla 14 az 20. Na koniec ndm eSte ostanii na vyber ¢isla 21 a 22.

Vybrali sme tak 8 ¢isel 1, 2, 3, 11, 12, 13, 21, 22. KedZe sme vyberali ¢isla najoptimalnejsie,
tak sa viac uz neda vybrat. Preto hocijaky vyber 9 ¢isel bude obsahovat dve ¢isla s rozdielom
3, 4 alebo 7. Treba teda vybrat najmenej 9 c¢isel.

Nespravne riesenie 3

Vyberieme ¢o najviac ¢isel tak, aby medzi nimi nebol rozdiel 3, 4 ani 7. Pre kazdé ¢islo si pod
neho vypiSeme vsetky iné ¢isla, ktoré s nim déavaji zakazany rozdiel:

&islo 1 2 3 4 5 6 7
rozdiel —7
rozdiel —4
rozdiel —3
rozdiel 3
rozdiel 4
rozdiel 7

pocet

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

14 15 16 17 18 19 20 21 22

17 18 19 20 21 22
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Aby sme dostali ¢o najviac ¢isel, tak sa nam oplati vybrat ¢isla, ktoré tvoria zakazany rozdiel s
¢o najmenej ¢islami. To su ¢isla 1, 2, 3, 20, 21, 22. VSetky vybrat mozeme, tak ich vyberieme.
Takto nam ostand len &sla 11 a 12 — to su jediné ¢sla, ktoré vo svojom stlpci nemaji ziadne
z uz vybranych ¢isel. Tak vyberieme este tieto dve.

Vybrali sme tak 8 ¢isel 1, 2, 3, 11, 12, 20, 21, 22. KedZe sme vyberali ¢isla najoptimalnejsie,
tak sa viac uz neda vybrat. Preto hocijaky vyber 9 ¢isel bude obsahovat dve ¢isla s rozdielom
3, 4 alebo 7. Treba teda vybrat najmenej 9 ¢isel.

Pred dalsim ¢itanim odportuc¢ame najprv najst chyby v uvedenych rieSeniach. Pokial mate s tym
tazkosti alebo si nie ste isti, tak vam eSte pomozeme nasledovnou podobnou tlohou.

Uloha 40. Kolko najmenej ¢isel (navzajom roznych) musime vybrat z mnoziny {1,2,...,17}, aby

zarucene existovala dvojica ¢isel, ktorych rozdiel je 2, 3, 5 alebo 7. Vase tvrdenie dokéazte.

Akoby by vyzerali uvedené nespravne rieSenia na tejto tilohe? Nizsie uvedieme takéto analogie k 2. a
3. nespravnemu rieSeniu.



Nespravne riesenie podl'a 2. rieSenia

Vyberieme ¢o najviac ¢isel tak, aby medzi nimi nebol rozdiel 2, 3, 5 ani 7. Aby sme vybrali ¢o
najviac ¢isel, tak zacneme vyberat ¢o najmensie ¢isla, teda 1, 2. Teraz nemoézeme vybrat cisla
4,5,6,7, 8,9, lebo by sme dostali zakdzany rozdiel: 3—1=2,4—-2=2,5—-2=3,6—1 =15,
7—2=58-1=7,9-2=7). Cisla 10 a 11 uz vybrat vieme, tak ich vyberieme. Potom nam
uZ neostane ziadne volné ¢islo (12—10=2,13—-11=2,14—11=3,15—-10=5, 16 — 11 = 5,
17-10=7).

Vybrali sme tak 4 ¢isla 1, 2, 10, 11. KedZe sme vyberali ¢isla najoptimalnejsie, tak sa viac uz
neda vybrat. Preto hocijaky vyber 5 ¢isel bude obsahovat dve ¢isla s rozdielom 2, 3, 5 alebo 7.
Treba teda vybrat najmenej 5 Cisel.

Nespravne rieSenie podl'a 3. rieSenia

Vyberieme ¢o najviac ¢isel tak, aby medzi nimi nebol rozdiel 2, 3, 5 ani 7. Pre kazdé éislo si
pod neho vypiSeme vSetky iné ¢isla, ktoré s nim davaju zakazany rozdiel:

¢islo |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14
12 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
34 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17
pocet |4 4 5 6 6 7 7 & 8 8 7T T 6 6 5 4 4

Aby sme dostali ¢o najviac Cisel, tak sa nam oplati vybrat ¢isla, ktoré tvoria zakézany rozdiel
s ¢o najmenej ¢islami. To su ¢isla 1, 2, 16 a 17. Vsetky vybrat mozeme, tak ich vyberieme.
Takto ndm uZ neostanu na vyber ziadne dalsie ¢isla.

Vybrali sme tak 4 ¢isla 1, 2, 16, 17. KedZe sme vyberali ¢isla najoptimélnejsie, tak sa viac uz
neda vybrat. Preto hocijaky vyber 5 ¢isel bude obsahovat dve ¢isla s rozdielom 2, 3, 5 alebo 7.
Treba teda vybrat najmenej 5 Cisel.

V ¢om su teda chyby? Zial, vo vysledku nie. RieSenim tlohy |34] je naozaj, ze treba vybrat 9 ¢isel.
Cize vietky tri nespravne postupu prisli k spravnemu vysledku. Avsak to uz neplati pri @lohe 40|
Tam sa totiz d& vybrat az 5 ¢isel, a to:

1, 5 9 13, 17

Na rieSeniach tlohy [40] si mézeme vSimnut, ze st naozaj myslienkovo rovnaké s 2. a 3. nespravnym
rieSenim. A kedZe tieto logické tvahy néas priviedli pri inej tlohe k nespravnemu vysledku, tak musia
byt nespravne. Podme si v8ak blizsie ukézat, v ¢om je problém.

e Nespravne rieSenie 1 uvadza priklad vyberu 8 ¢isel. No priklad nie je dokaz, ze kazdy
vyber 9 ¢isel obsahuje dve ¢isla s chcenym rozdielom. Pri takychto maximaliza¢nych tlohéch
(tu hladame najviac ¢isel bez daného rozdielu) sa bezne stava, ze existuje vela vyberov, do
ktorych sa ned4 uz ni¢ pridat a maju rézne velkosti. Len z jedného vyberu nevieme usudit, Ze
je najlepsi.

e Nespravne rieSenie 2 vlastne tiez uvadza len jeden konkrétny priklad 8 cisel. Rozdiel je v
tom, Ze tento priklad nepadol z neba, ale prisli sme nan istym algoritmom. Ten sice pdsobi, ze
je optimélny“ a Ze najde najlepsi vyber. No ako sme videli na podobnej tlohe, nie je to vo
vBeobecnosti tak. Takéto algoritmy sa nazyvaju pazravé (angl. greedy) a je o nich zname, ze vo



vSeobecnosti nemusia viest k spravnemu vysledku. Vzdy, ak takyto algoritmus pouzivate, tak
treba dokézat jeho optimélnost. To vSak nie je napln tohto predmetu.

e Nespravne rieSenie 3 je tiez nespravny pazravy algoritmus. To, Ze vyberdme ¢isla, ktoré nam
toho najmenej vylicia, nam ni¢ nezarucuje.

Nespravnost pazravych algoritmov si mozeme ukézat este na nasledovnom priklade. Mame mince s
hodnotami 1, 7 a 10 (kazda dostato¢ne vela krat). Kolko najmenej minci potrebujeme na zaplatenie
sumy 147 Ked chceme pouzit ¢o najmensi pocet minci, tak chceme pouZzivat, ¢o najvacsie hodnoty.
Preto zatneme minou 10. Ostane nam suma 4, ktord zaplatime 4 jednotkami. Teda najmenej treba
5 minci. Iste vidite, Ze to nie je pravda, lebo dve 7-ky nam stacia. Tu sa nam oplatilo zacat ,menej
optimalnou“ mincou 7, ktord ndm potom umoznila spravit ,,vyrazne viac optimalnu“ volbu neskor.

Cize vo vSetkych rieseniach bola v zésade spolo¢na chyba — prikladom sa snazili dokézat vSeobecné
tvrdenie (hoci ten priklad znel niekedy pomerne sofistikovane). Na rieSenie takychto tloh treba pouzi-
vat vSeobecné tivahy. Je naro¢né zistit, ¢i vSeobecna tivaha je spravna. Preto sa u¢ime o Dirichletovom
principe — je to vSeobecné tuvaha a viete, Ze je spravna. Ak sa ho naucite pouzivat, tak viete ziskat
lepsiu istotu, Ze budete riesit spravne tlohy, ktoré vam zadame.

Posobi to sice dojmom, Ze vyzadujeme, aby ste rieSili ulohy iba Dirichletovym principom a iné
rieSenia neuznavame. Najmé ked vela pisomkovych tloh naozaj dopadne tak, Ze (spravne) rieSenia
Dirichletovym principom maji plny pocet a rieSenia inymi spésobmi len epsilon bodov. Nie to vsak
tak, Ze rieSenia neuznavame preto, lebo su rieSeni inak, ale preto, lebo sii rieSené nespravne.

Uloha : jazdci na Sachovnici

Aj pri tejto ulohe sa moézu objavit ,argumetny*, ze uz nemdzeme ziadneho jazdca pridat. Protip-
rikladom k tejto Gvahe je rozmiestnenie, kde mame po 8 jazdcov v 1., 4. a 7. rade. Tiez sa ziadni
dvaja z nich neohrozuju, ale po pridani d'alsieho sa 25. jazdec uz ohrozovat bude. Kedze vsak ide o
najcastejsiu chybu, tak sme ju zopakovali aj v tomto kontexte. Pozrieme sa vsak eSte na jedno iné
rieSenie.

Nespravne riesSenie

Jazdec na bielom policku Sachovnice ohrozuje iba ¢Cierne policka a jazdec na ¢iernom policku
ohrozuje iba biele policka. Preto ked umiestnime 32 jazdcov na biele policka, tak sa nebudu
ohrozovat. Ak by sme umiestiovali 33 jazdcov, tak z Dirichletovho principu by musel byt jeden
jazdec na ¢iernom policku a ten by bol ohrozovany nejakym jazdcom na bielom policku. Preto
najviac moézeme umiestnit 32 jazdcov.

\. J

Sktusme si toto rieSenie rozobrat vetu po vete, resp. ivahu po tvahe. Vlastne teda zadjdeme aj do
samotnej Struktiry dokazu ako postupnosti tvrdeni.

1. Jazdec na bielom policku Sachovnice ohrozuje iba ¢ierne policka a jazdec na ¢iernom policku
ohrozuje iba biele policka.

e Toto je pravdivé tvrdenie, znama vlastnost figurky jazdca. Platnost vSak vieme overit
jednoduchym rozborom tahov jazdca.
2. Preto ked umiestnime 32 jazdcov na biele policka, tak sa nebudu ohrozovat.
e Tvrdime, Ze to vyplyva z 1. vety a je to pravda.

e Tu sme dokazali, ze vysledok tlohy je 32 alebo viac.



3. Ak by sme umiestiovali 33 jazdcov,. ..

Tuto predpokladame, ze mame na Sachovnici umiestnenych 33 jazdcov. Zrejem ide o Tubo-
volnt (v8eobecntl) konfiguraciu (takto sa aj zacina dokaz vieobecného tvrdenia). Napkon,
nasim cielom je ukazat, ze v kazdej konfiguracii 33 (a viac) jazdcov sa nejaki dvaja
ohrozuji, tak to musi byt myslené vSeobecne.

4. ...tak z Dirichletovho principu by musel byt jeden jazdec na ¢ernom policku

Tu mame prva chybu, lebo Dirichletov princip toto netvrdi. Ten hovori, Ze existuju dva
jazdci / holuby / prvky ...

Je vsak zaver spravny? Mame 33 jazdcov 32 bielych policok a 32 ¢iernych. Vyplyva z toho,
ze nejaky jazdec je na ¢iernom policku?

Ano, vyplyva. Je to v zasade podobné tvrdenia ako Dirichletov princip a poéte prvkov v
mnozinach a Tahko ho mozno dokézat napr. sporom.

Lepsia formulacia by teda bola napr.: ,,... tak musi existovat nejaky jazdec C' na ¢iernom
policku. .. Taktiez sme si tohto jazdca pomenovali, ¢o je dobry zvyk pre lepsie vyjadro-
vanie.

ten by bol ohrozovany nejakym jazdcom na bielom policku.

Najskor sa pozrime na ,nejakym jazdcom na bielom policku“. Toto je tiez neporiadne
napisané, lebo musi taky jazdec existovat? Nikde sme to neukazali. Ale je to len zopakované
predosla uvaha (ktora autor rieSenia nespravne oznacil Dirichletovym principom).

Lepsie by bolo napisat ... .a takisto musi existovat nejaky jazdec B na bielom policku. ..

f)alej rieSenie vravi, Ze ,ten Cierny jazdec je ohrozeny bielym jazdcom‘. No ¢o tato for-
mulacia vravi? Je to to isté ako ,jazdec C' je ohrozeny jazdcom B“? Na zaklade ¢oho by
to ale malo platit? Jazdec na bielom policku predsa nemusi ohrozovat jazdca na ¢iernom
policku.

Toto je prave kriticka chyba tohto riesenia (predoslé boli len drobné forméalne nedostatky).
Toto nie je spravna vSeobecna tivaha, a teda opét ani toto rieSenie nedokazalo, Ze sa dvaja
jazdci ohrozuju.

Dalsie rieSenia na postidenie

Zamyslite sa eSte nad takymto rieSenim.

18

Vyskusanim vSetkych moznosti zistime, Ze na Sachovnicu rozmerov 2 X 4 vieme umiestnit
najviac 4 jazdcov. Celd Sachovnicu 8 x 8 vieme rozdelit na 8 oblasti 2 x 4. Uz vieme, Ze v
kazdej z nich moéze byt najviac 8 policok. Preto na celej Sachovnici méze byt najviac 8 -4 = 32
konov. Preto najviac mézeme umiestnit 32 konov.

Toto riesenie je takmer spravne. Sice sa v hom nepiSe o Dirichletovom principe, jeho myslienka je
tam vyuzita, len to je inak podané. Prebratie moznosti pre Sachovnicu 2 x 4 nie je zrovna idealne, ale
da sa uznat ako pomerne malé mnozstvo namahy. Bolo by vhodné k tomu dolozit aj nejaky dokaz,
ze sme to naozaj vyskusali (napr. niekol’ko obrazkov). Hlavny problém je vSak inde.

Pamétajte vSak na to, Ze rieSenia takychto tloh sa musia skladat z dvoch casti. Pokial tieto dve casti
nie si viditelne oddelené, tak je to signal, Ze autor rieSenia asi na nieco zabudol. V tomto pripade ide



o konstrukciu umiestnenia 32 jazdcov, ktori sa neohrozujti. V rieSeni je len dokazané, ze ich nemoze
byt viac ako 32, no nie je ukazané, ze tych 32 sa da dosiahnut.

Naozaj to z tychto tivah nevyplyva, hoci v pripade 2 x 4 je zahrnuté aj konstrukcia spréavneho
rozmiestnenia 4 jazdcov. No problém je, ze do 2 X 4 mézeme jazdcov umiestnit aj do 1. a 4. stipca.
Ak takto vyplnime vietky obdlzniky 2 x 4, tak v ramci nich sa jazdci ohrozovat nebudi, ale mimo
nich hej. A napokon, skiste si spravit avahu s vezami — v kazdom obdlzniku 2 x 4 mozu byt najviac
2 veze, teda spolu mame pocet vezi mensi alebo rovny 8 - 2 = 16 vezi. To je pravda, ale nie je nie je
to najvacsia hodnota.

Ako riesit a ako spisat rieSenie

Uz sme dost pisali o tom, ako neriesit tlohy tohto tipu, tak teraz sa pozrieme na to, ako ich riesit.
Najviac priamociare pouzitie mnozinovej verzii Dirichletovho principu (veta vyzerd zhruba takto:

1. Precitame si zadanie a zistime, kolko prvkov mame najst a s akou vlastnostou. Prvky budu
nase holuby.

2. Odhadneme, kol'ko holubnikov (mnozin M, My, ..., M,) chceme mat.

3. Pokial v zadani vyberame niekolko prvkov z nejakej mnoziny A (¢isla, policka zo Sachovnice),
rozdelime mnozinu A na m podmnozin Ay, As, ..., A,, — holubnikov. Pre kazdu z tychto mnozin
musi platit, Zze Tubovolné dva prvky z nej musia mat hladanu vlastnost. Rozdelenie hfadame
skiSanim, kreslenim, ako by to mohlo vyzerat, ¢o by mnoziny mohli obsahovat.

4. Ak zo v8etkych prvkov mnoziny A vyberieme n-prvkovi podmnozinu N — teda n holubov, tak
polozime M; = NN A; prei € {1,2,...,m} a na mnoziny N, My, My, ..., M,, pouzijeme vetu
1l

5. SpiSeme rieSenie.
Samozrejme, st tlohy, napr. uloha[7], v ktorych treba pouzit Dirichletov princip viac sofistikovane a
na prvy pohlad nie je jasné, ¢o budu holuby a ¢o holubniky.

[lustrujeme si toto na tulohe 22] presnejsie na dokaze toho, ze Tubovolny vyber 11 ¢isel z mnoziny
{1,2,...,20} obsahuje dve ¢isla, z ktorych jedno deli druhé.

1. Chceme najst 2 cisla také, Ze jedno deli druhé. KedZe chceme len 2 ¢isla, tak pouzijeme zékladny
Dirichletov princip. Holuby bude nasich 11 vybranych ¢isel.

2. Holubnikov musi byt menej, teda 10, prip. menej.

3. Cisla vyberame z mnoziny {1,2,...,20}, takze holubniky vytvorime najlepsie tak, Ze tto mno-
zinu rozlozime na 10 (prip. menej podmnozin). Rozkladat budeme tak, aby kazda podmnozina
obsahovala len také ¢isla, ze v kazdej dvojici jej ¢isel bude jedno delit druhé. To sa da robit
pekne postupne:

e Zalneme napr. s holubnikom {2,4}. Mézeme donho pridat 67 Sice 2 | 6, ale 4 1 6, takze
{2,4,6} nie je spravny holubnik. Ale napr. 8 pridat moézeme, lebo 2 | 8 aj 4 | 8.

e Takto vieme skoncit s holubnikom {2,4, 8,16}, prip. eSte ¢islo 1 moéZeme pridat.
e Skusame tvorit dalsie, napr. {3,9,18}, {1, 3,6, 12}.

e Moznosti je vela, tak treba skuSat, preskupovat, dokym nam neostane menej ako 11 ho-
lubnikov.



Potom riesenie spiseme. Vtedy ndm staci uz uviest rozdelenie na holubniky. Proces ich tvorby nie je
potrebny.

RieSenie

Rozlozme si mnozinu A = {1,2,...,20} nasledovne:

Ay ={1,2,4,8,16}, As = {9, 18}, A9 = {17},
Ay = {3,6,12}, Ag = {111, Ao = {19}
Az = {5, 10,20}, A7 = {13},

Ay ={7,14}, Ag = {15},

Vidime, Ze ak z Tubovolnej mnoziny A; vyberieme dva prvky, tak jeden bude delit druhy.
KedZe z mnoziny A vyberame 11 ¢isel, ale mame iba 10 mnozin, tak z Dirichletovho principu
musime vybrat dve ¢isla a, b z tej istej mnoziny A;. Vdaka naSej volbe mnozin A; pre tieto
dve ¢isla a, b plati, Ze jedno deli druhé. Tym sme dokazali, ¢o sme mali.

J

Pri rieSeni sme mohli povedat , Vidime*, lebo mnozin a ich prvkov je méalo a ide o konkrétne mnoziny.
Tuto vlastnost teda vieme skontrolovat pohladom. Pri vicsich (teda aj nekonecénych) mnozinach by
sme mali takiuto vlastnost dokéazat.

Formalny zaver cez zobrazenia Nech f je zobrazenie, ktoré kazdému ¢islu z z 11 vybranych ¢isel
priradi také i € {1,...,10}, ze = € M; (kedze {M;, My, ..., My} je rozklad M, tak ide o korektne
definované zobrazenie). Kedze 11 > 10, tak z Dirichletovho principu mame, Ze zobrazenie f nemoze
byt injektivne. Preto existuju dve vybrané ¢isla, ktoré patria do tej istej mnoziny M;. Vdaka nasej
volbe mnozin M; musi jedno z nich delit druhé.

Formalny zaver cez mnoziny Nech N je 1l-prvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,20}. De-
finujme 10 mnozin M; = N N A; pre i € {1,2,...,10}, ktorych zjednotenie je zjavne N. Kedze
IN| = 11 > 10, tak z Dirichletovho principu vyplyva, Ze niektora z mnozin M; obsahuje aspon dva
prvky. Vdaka volbe mnozin M; jeden z nich deli druhy.

Co s optimalizaénymi ulohami? LenZe v tlohe sme nevedeli, ze vysledok je 11. Ako nan
prist? Jednoducho skusanim. Vieme skusat vybrat ¢o najviac ¢isel tak, aby v nich Ziadne nedelilo
iné. Ked nadobudneme pocit, Ze viac ako 10 vybrat nepdjde, tak mozeme zacat dokazovat, Ze pri
vybere 11 tam uz dve také si. Ale rovnako dobre vieme zacat aj s tvorbou holubnikov. Vlastne tak
na tlohu ,ito¢ime* z oboch stran. Pocas rieSenia tak mdzeme byt v nasledovnom stave:

e Ak vyberieme prvocisla {2,3,5,7,11,13,17,19}, to je 8 &isel, teda ziadne nedeli iné.

e Mame najdené 13 holubnikov: {1,2},{3,6}, {4,8},{5,15},{6,12},{7, 14}, {8, 16}, {9, 18}, {10, 20},
{11}, {13}, {17}, {19}.

Co vieme teraz povedat o vysledku tejto tlohy? Ze je niekde medzi 9 a 14, lebo 8 ¢isel ndm nestaci
vybrat, takze vysledok musi byt aspon 9. A ak uz mame 14 vybranych cisel, tak vieme pouzit
Dirichletov princip, kedZe méame 13 holubnikov. Aby sme tento interval zmengili, tak potrebujeme
najst lepsi vyber ¢isel (¢im zvysime dolnt hranicu) alebo lepsie rozdelenie holubnikov (¢im znizime
hornt hranicu). (Vo vSeobecnosti mozeme hornt hranicu znizovat aj tplne inymi tvahami.)

Spravne rieSenie potom vie vyzerat nasledovne.



RieSenie tlohy 22

Ukazeme, Ze menej ako 11 ¢isel nam vybrat nestac¢i — vtedy totiz vyberieme ¢isla 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20 (alebo ich podmnozinu). Vidime, Ze ziadne dve z tychto ¢isel sa nedelia.
Ukazeme, ze ak vyberieme aspon 11, tak st medzi nimi dve, z ktorych jedno deli druhé.

Rozlozme si mnozinu M = {1,2,...,20} nasledovne (na 10 holubnikov):
M, ={1,2,4,8,16}, Ms = {9, 18}, Mg = {17},
M, = {3,6,12}, Mg = {11}, Mo = {19}.
M; = {5,10,20}, My = {13},

M, = {7,14}, Mg = {15},

Vidime, ze ak z I'ubovolnej mnoziny M; vyberieme dva prvky, tak jeden bude delit druhy.
KedZze z mnoziny M vyberame aspon 11 ¢isel, ale mame iba 10 mnozin (¢o je menej), tak z
Dirichletovho principu musime vybrat dve ¢isla a, b z tej istej mnoziny M;. Vdaka nasej volbe
mnozin M; pre tieto dve ¢isla a, b plati, Ze jedno deli druhé. Tym sme dokazali, ¢o sme mali.




Vysledky / napovedy

V minimaliza¢nych (maximaliza¢nych) tlohach pouzivame skratku K na konstrukciu optimélneho
rozmiestnenia a skratku O na odhad, ze menej (viac) ako spomanané minimum (maximum) nemozno
dosiahnut.

1. Kazdému ¢&islu priradime zvySok po deleni styrmi. Kolko je vybranych ¢isel a kolko je moZnych
zvyskov?

2. Kazdému c¢islu priradime jeho posledné dvojéislie.
3. Kazdému c¢islu priradime jeho zvysok po dedeni n.
5. Rozdelte si ¢isla podla zvyskov: {0}, {1,99},...,{49,51}, {50}

6. Ak maju ¢isla navzajom rozne zvysky, je to predchadzajica tloha. Co ak niektoré dve ¢isla majui
rovnaky zvysok?

7. Uvazujte sucty s; = a1 +ag+---+a; pre 0 <i <n (so =0). Plati a; +- - - +a; = s; — s;_1. Stadi
teda najst vhodné s;, s;, aké presne?

8. Rozdelte si ¢isla {1,2},{3,4},...,{2n —1,2n}

9. Priradte vektoru jeho posledné 4 bity.

10. Rozdelte si trojuholnik strednymi prieckami na Styri mensie trojuholniky.
11. Spocitajte, kol'ko roznych §kdd moze baca utrpiet v dany den.

12. Najdite najprv savisly usek dni, pocas ktorého vlk zje pocet oviec delitelny 15-timi. Nie je na
to 9 tyzdnov vela? Moze to byt iny nasobok 15-tich ako prave 157

14. 12
15. 5k +2
16. 8, K: diagonala, O: rozdelte si si Sachovnicu na stipce.

17. 14, K: prvy a posledny riadok bez dvoch rohov, O: rozdelte si Sachovnicu na 14 oblasti po
uhloprieckach (s malou obmenou)

18. 32, K: cierne policka, O: rozdelte si S8achovnicu na dvojice policok, z ktorych sa kone navzajom
ohrozuju

19. 32

20. 15, O: rozdelte si Sachovnicu na uhlopriecky rovnobezné s al-h8.
21. 2, na kazdej farbe vie byt len jeden

22. 11. Kazdému ¢islu prirad'te jeho najvacsieho neparneho delitela.
23. n+1.

24. 19/6 > 3, preto jedno ¢islo musi padnuat aspon 4-krat

25. 34

26. 15k +4



27. Rozdelte si Sachovnicu na 8 ,,uhlopriecok® po 8 poli¢ok — ak uhlopriecka narazi na stranu $tvorca,
tak pokracuje z druhej strany.

29. Rozdelte si sachovnicu po stlpcoch.

RieSenia vybranych dloh

Riesenie tlohy 32

Ukazeme, ze najvacsie také k je 10.

Dolny odhad (konStrukcia). Ukazeme, Ze existuje vyber 10 podmnozin, ktory nie je podozrivy.
Ide napr. o vyber vSetkych 2-prvkovych podmnozin, ktorych je (g) = 10. Overenie, ze tento vyber nie
je podozrivy Tahko spravime aj manualne. AvSak vyplyva to z toho, Ze ak mame dve rézne mnoziny
A, B, pre ktoré plati A C B, tak B musi mat ostro viac prvkov ako A. To pri iba dvojprkovych
mnozinidch nemdze nastat.

Horny odhad. Teraz ukidZzeme, Ze kazdy vyber 11 podmnozin je podozrivy. Teda Ze pre kazdy vyber
11 podmnozin mnoziny {1, 2, 3,4, 5} existuju dve rdzne podmnoZiny, z ktorych je jedna podmnozinou
druhej. Uvazujme nasledovné rozdelenie vSetkych podmnozin na 10 skupin:

10, {1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5};
{2},{2,3},{2,3,4},{2,3,4,5}
{3},{3,4},{3,4,5},{1,3,4,5};
{4},{4,5},{4,5,1},{4,5,1,2};

{5}, {5,1},{5,1,2},{5,1,2,3};
{1,3},{1,3,4};

{2,4},{2,4,5};

{3,5},{1,3,5};

{4,1},{1,2,4};

10. {5,2},{2,3,5}.

L ©® N e s W N

Lahko overime pre kazdu zo skupin plati, Ze ak vyberieme hocijaké dve mnoZiny z nej, tak jedna je
podmnozinou druhej. KedZe mame 11 vybranych podmnozin, ale len 10 skupin, tak podla Dirich-
letovho principu sme z niektorej skupiny vybrali dve mnoziny — na zéklade predoslej vety jedna je
podmnozinou druhej.

Poznamka. Ked si povieme, Ze chceme druhu ¢ast dokazat Dirichlerovym principom, tak to zna-
mena, ze chceme vSetkych 32 podmnozin rozdelit do skupin (holubnikov). Nakolko chceme, aby nam
Dirichletov princip povedal, Ze existuju dve mnoziny, z ktorych jedna je podmnozinou druhej, tak
tieto skupiny musime tvorit podla tejto vlastnosti — hocijaké dve podmnoziny vyberieme, tak jedna
musi byt pdomnozinou druhej. Vyhovujtuce rozdelenie tak vieme najst skisanim, kedy postupne
priddvame mnoziny do skupin sledujic tuto vlastnost.



Riesenie tlohy 33

a) Ukéazeme, Ze na Sachovnicu 8 x 8 mozno umiestnit najviac 16 minivezi. Obrazok 2al ukazuje, ze
naozaj mozno rozmiestnit 16 minivezi tak, aby sa ziadne dve neohrozovali.

Teraz ukazeme, ze viac ako 16 minivezi nemo6zeme umiestnit. Predpokladajme, Ze mame na Sachovncii
rozmiestnenych aspon 17 miniveZi. Rozdelme si poli¢ka Sachovnice do 16 mnozin ako na obrazku 2b]
Pre kazdi mnozinu plati, Ze ak do nej umiestnime dve veze, tak sa buda navzajom ohrozovat. Kedze
vezi mame viac ako mnozin, z Drichletovho principu musi existoavt mnozina poli¢ok, v ktorej su
umiestnené dve veze. Tieto dve veze sa ohrozuju, preto nie je mozné umiestnit viac ako 16 minivezi.
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b) Ukazeme, Ze na Sachovnicu 9 X 9 mozno umiestnit najviac 21 minivezi. Obrazok [3al ukazuje, ze
naozaj mozno rozmiestnit 21 minivezi tak, aby sa ziadne dve neohrozovali.

Teraz ukazeme, ze viac ako 21 minivezi nemo6zeme umiestnit. Predpokladajme, Ze mame na Sachovncii
rozmiestnenych aspon 22 minivezi. Rozdelme si politka Sachovnice do 21 mnozin ako na obrazku [3b}
Pre kazdu mnozinu plati, Ze ak do nej umiestnime dve veZe, tak sa buda navzajom ohrozovat. Kedze
vezi mame viac ako mnozin, z Drichletovho principu musi existoavt mnozina policok, v ktorej su
umiestnené dve veze. Tieto dve veze sa ohrozuju, preto nie je mozné umiestnit viac ako 21 minivezi.
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Uké&Zeme, Ze riesenim je 9.

Dolny odhad. Ak vyberieme 8 ¢isel 1,2, 3,11,12, 13,21, 22, tak Tahko skontrolujeme (preverenim
vSetkych moznosti), Ze medzi nimi nie st dve s rozdielom 3, 4 ani 7. Teda vyberat 8 ¢isel nam nestaci.



Horny odhad. Teraz ukdzeme, Ze ak vyberieme Iubovolnych 9 ¢isel z mnoziny M = {1,2,...,22},
tak budu existovat 2 vybrané ¢isla z rozdielom 3, 4 alebo 7. RozloZzme si mnozinu M na nasledovnych
8 tried:

{1,4,8}, {2,5,9}, {3,6,10}, {7,11}, {12,15,19}, {13,16,20}, {14,17,21}, {18,22}.

Lahko skontrolujeme, Ze v kazdej triede maji kazdé dve &isla rozdiel 3, 4 alebo 7. Z Dirichletovho
principu vyplyva, Ze ak vyberieme Tubovolnych 9 ¢isel, ¢o viac ako pocet tried, tak existuju dve
vybrané ¢isla z rovnakej triedy a tie teda maju rozdiel 3, 4 alebo 7.

Bonus

Pre n < 3 hladany najmensi pocet ¢isel neexistuje, lebo v samotnej mnozine M, := {1,2,...,n}
neexistuju dve ¢isla s rozdielom 3, 4 alebo 7. UkaZeme, Ze rieSenim pre n > 4 je

3|n/10] + min(n mod 10, 3) + 1.

Tato hodnotu ziskame zovSeobecnenim konsStrukcie nevyhovujiceho vyberu 8 ¢isel pre n = 22.
Priamo teda tak vieme ziskat dolny odhad.

Dolny odhad. Uvazujme mnozinu A, ktora obsahuje vSetky prirodzené ¢isla konciace sa na 1, 2
alebo 3, teda
A={10k+ z; ke NAz € {1,2,3}}.

Ukézeme, 7e mnozina A neobsahuje ziadne dve ¢isla s rozdielom 3, 4 alebo 7. Vezmime si dve ¢isla
10k1 + 21 < 10ky + 29 € A pre ki, ko € N a 21,20 € {1,2,3}. Ak st v rovnakej desiatke, teda
ak ki = ko, tak ich rozdiel je najviac zo — 23 = 2. Ak su v inych desiatkach, tak ich rozdiel je
10ky + 29 — 10k; — 21 = 10(kg — k1) + 22 — 21 > 10+ 1 — 3 = 8. V oboch pripadoch ich rozdiel nie
je 3, 4 ani 7. Potom zjavne pre kazdé n > 4 mnozina A N M,, obsahuje 3|n/10]| + min(n mod 10, 3)
¢isel a ziadnu dvojicu so zelanym rozdielom. Musime teda z M,, vybrat viac ¢isel.

Horny odhad. Pre horny odhad sa nam nepodari zovSeobecnit naSe rieSenie pre n = 22. Pouzijeme
vSak iny pristup. Miesto delenia na triedy, kde chceme mat aspon 2 ¢isla, budeme hladat triedy, kde
chceme mat aspon 4 ¢isla. Na to sa nam prirodzene poniikne 10 za sebou iducich ¢isel. Oproti dékazu
v riadnej ¢asti ho sformulujeme v pozitivnom svetle, kde ukazeme, ze ak vyberieme ¢isla bez rozdielu
3, 4 alebo 7, tak sme ich vybrali najviac 3|n/10] + min(n mod 10, 3).

Ukazeme, z lubovolnej mnoziny {a+1,a+2,...,a+ 10}, kde a € N, mozeme vybrat najviac tri ¢isla
tak, aby sme nemali dvojicu s rozdielom 3, 4 alebo 7. Toto tvrdenie sa da Tahko ukézat preverenim
vSetkych moznosti. Jeden zo stru¢nych dokazov je sporom, kde uvazujeme nasledovné dve rozklady:

{a+1,a+4,a+8}, {a+2,a+5a+9}, {a+3,a+6,a+10}, {a+7},

{a+1,a+5,a+8}, {a+2,a+6,a+9}, {a+3,a+7,a+10}, {a+4}.

Opét kazda trieda obsahuje len dvojice so sporymi rozdielmi 3, 4 alebo 7. Ak vyberieme dve disla
z rovnakej triedy, tak mame sporny rozdiel. Ak by teda existoval vyber $tyroch ¢isel bez sporného
rozdielu, tak kedZze oba rozklady maju 4 triedy, musime z kazdej triedy vybrat jedno &islo. Specialne,
musime vybrat ¢islo a + 7 aj ¢islo a + 4, no ich rozdiel je a+7 —a—4 = 3, ¢o je spor. Zjavne najviac
3 cisla vieme vybrat aj z mnoziny menej ako 10 za sebou idicich &isel.

Mnozinu M,, si teda rozdelime na |n/10| 4+ 1 tried, kde trieda T; obsahuje tie ¢isla z mnoziny M,,
ktorych celociselny podiel po deleni 10 je i € {0,1,...,[n/10]|}. Predpokladajme, Ze vyberieme



¢isla z mnoziny M, tak, ze medzi ziadnymi dvomi nie je rozdiel 3, 4 ani 7. KedZe mnozina T; pre
0 < i < |n/10] obsahuje prave 10 za sebou iducich ¢isel, tak sme z nej mohli vybrat najviac 3
¢isla. Takisto moZeme najviac 3 ¢isla vybrat z mnoziny 7},/10), kedZe obsahuje n mod 10 ¢isel. Ale
taktiez plati, Ze z nej mozeme vybrat najviac n mod 10 ¢isel, ¢o spolu s predoslou vetou dava najviac
min(n mod 10, 3) ¢isel. Celkovo tak vieme vybrat najviac 3|n/10]| + min(n mod 10, 3) ¢isel. Teda ak
vyberieme 3|[n/10] + min(n mod 10, 3) 4+ 1 &sel, tak mame zarucent existenciu rozdielu 3, 4 alebo
7.
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Casti pisané kurzivou nie je potrebné uvddzat v riesent. Iba znaznacuji, ako sadd na rieSenie prist.

Pre prehladnost oznacéme M = {1,2,...,100}. Riesenie tlohy oznacme x. Hodnotu x moZeme od-
hadovat zhola aj zhora. Tieto dve casti moZeme robit v lubovolnom poradi. Dokonca moZeme medzi
nimi prebiehat.

Horny odhad Pozrieme sa na to, kolko ¢isel nam bude stacit. KedZe tu mdme ukazovat, Ze pre
vybere x cisel existuju dve cisla, ktorych rozdiel je zloZené cislo, tak pouzijeme Dirichletov princip.
Na to si potrebujeme mnozinu vsetkijch cisel M rozdelit na éo najmenej podmnoZin (holubnikov) s
vlastnostou, Ze lubovolné dve c¢isla z podmnoZziny (holubnika) maji rozdiel zloZené éislo.

Skisme tvorit holubniky postupne. S ktorym cislom bude ¢islo 17 Nemdze byt s 2, s 3 ani so 4. Dagme
k jednotke teda ¢islo 5. Ktoré ¢islo tam mozZeme dat dalej? NajbliZsie je 9, lebo rozdiely 9 —5 =4 aj
9 —1 =8 su zloZené. Dalej vieme pridat aj ¢islo 13, lebo 13 —9 =4, 13 —-5=8 aj 13 —1 =12 su
zlozené. Takto sa dostaneme k ¢islam {1,5,9,13,...,97}, ktoré tvoria vyhovujici holubnik. Podobne
ndjdeme aj dalsie holubniky {2,6,...,98}, {3,7,...,99} a {4,8,...,100} — teda vlastne sme rozdelili

cisla z M do 4 holubnikov na zdklade ich zvysku po deleni Styrma.

Ak teda z M vyberieme 5 cisel, tak podla Dirichletovho prinipu existuji aspon dve ¢isla z jedného ho-
lubnika. Tieto dve ¢isla maju rovnaky zvysok po deleni 4, preto ich rozdiel je delitelnij 4. To znamend,
Ze ich rozdiel je zloZené cislo. Vybrat 5 cisel ndm teda staci. Mdme tak x > 5. Tdto cast riesenia
vsak sama o sebe nevylucuje, Zeby sme dve cisla so zloZenym rozdielom nenasli aj pri menej ako b
vybranyjch cislach.

Dolny odhad Ako ukdZeme, Ze vybrat y c¢isel z mnoZiny M ndm nezarucuje existenciu dvoch s
rozdielom rovnygm zloZenému c¢islu? Ndjdeme konkrétny vyber y cisel z M, kde takyj zloZeny rozdiel
nie je. Checeme teda ndjst ¢o najviac ¢isel z mnoZiny M ta, aby sme medzi nimi nemali dvojicu, ktorej
rozdiel bude zloZené c¢islo. Aj ked takiuto skupinu cisel zacneme hladat postupne, tak ndjdeme cisla
1, 2, 3, 4. Najvdicsi rozdiel, co vieme z nich dostat je 4 — 1 = 3, no nagjmensie zloZené cislo je aZ 4.
Preto medzi ¢islami 1, 2, 3, 4 nie si dve so zloZenym rozdielom. Teda pre splnenie wlohy potrebujme
vybrat z M aspon 5 cisel.

Toto ndm vravi, Ze x > 5. Opdt, tdato cast sama o sebe nezarucuje, Ze ak mdme 5 cisel, tak isto
dvogicu so zloZenym rozdielom ndjdeme.

Riesenie UkaZzeme, 7ze hladany najmensi pocet ¢isel, ktoré treba vybrat z M, je 5.

Ak vyberieme 4 alebo menej ¢isel z mnoziny M, tak moézeme vybrat ¢isla 1, 2, 3, 4 (resp. ich
podmnozinu). Vidime, Ze Zziadne dve z nich nemaju rozdiel zlozené ¢islo. Preto musime z M vybrat
aspon 5 ¢isel.



Nech teda mame z M vybranych 5 ¢isel. Rozdelme si mnozinu M na 4 podmnoziny
{dk+1; ke N0 <k <24} {4k +2; ke N0 <k <24} {4k +3; ke N0 <k <24} {4k +4; ke N0 <

KedZe 5 > 4, tak z Dirichletovho principu aspon dve z vybranych ¢isel, ozna¢me ich a, b, sa nachéa-
dzaju v rovnakej mnozine. KedZe ¢isla z rovnakej mnoZiny maju rovnaké zvysky po deleni Styrmi,
tak 4 | a — b. To znamena, Ze a — b je zlozené ¢islo, ¢im sme ukazali, ze vzdy vieme najst dve ¢isla s
rozdielom rovnym zlozenému c¢islu.

Iné riesenie Treti odsek predosiého rieSenia mozZno zapisat aj nasledovne

Nech teda mame z M vybranych 5 ¢isel. KedZze mame len 4 zvysky po deleni Styrmi a 5 > 4, z
Dirichletovho principu existuji dve vybrané ¢isla a, b s rovnakym zvySkom po deleni Styrmi. Preto
4| a— b a teda rozdiel a — b je zlozené ¢islo. Tym sme ukézali, Ze vidy vieme najst dve ¢isla s
rozdielom rovnym zlozenému ¢islu.

Ak by sme chceli pouzitie Dirichletovho principu sformulovat cez zobrazenia, tak v tomto rieSené v
podstate uvazujeme zobrazenie z 5-prvkovej mnozZiny vybrangch cisel, ktoré im priraduje ich zvysSky
po delent Styrma, ktoré maji 4 mozné hodnoty.
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Ukazeme, Ze najviac mozno umiestnit 17 vezi.

Konstrukcia Na obrazku je umiestnenych na plane 17 vezi, o ktorych I'ahko skontrolujeme, Ze
ziadne dve z nich sa neohrozuja.
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Odhad MatFyz si rozdelime na 17 oblasti ako na obrazku — 16 z nich tvorf zeleny obdlznik a jedna
je tvorend modrymi polickami. O kazdej z oblasti plati, Ze ak do nej Iubovolne umiestnime dve
veze, tak sa budt ohrozovat — oblasti st totiz tvorena riadkami alebo stipcami, resp. ich ¢astami.
Ak umiestnime aspon 18 vezi, tak z Dirichletovho principu existuje oblast, ktora obsahuje aspon dve
veze — a tie sa ohrozuji. Preto nemézeme mat viac ako 17 vezi.
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Ukazeme, Ze najmensSie hladané n je 17.

Ak je n = 16, tak umiestnime 16 kralov do Stvorca 4 x 4. Ten mozno rozdelit na $tyri Stvorce
2 x 2 (obrézok [4)). Ak vyberieme zo 16 kralov Iubovolnych pét, tak z Dirichletovho principu buda v
jednom Stvorci 2 x 2 aspon dvaja a ti sa zjavne ohrozuju. Preto zo 16 kralov, a zjavne aj hocijakého
menSieho poctu kralov, nevieme vybrat pat neohrozujucich sa.
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Obr. 4 Obr. 5

Teraz uvazujme ubovolné rozmiestnenie 17 kralov. Policka Ssachovnice rozdelime na 4 mnoziny podl'a
obrazka |5, Lahko overime, Ze krali na polickach z rovnakej mnoZiny sa navzajom neohrozuji. KedZze
17/4 > 4, 7 frekven¢nej formy Dirichletovho principu vyplyva, Ze v niektorej mnozine sa nachadzaju
aspon piati krali, a ti sa navzajom neohrozuju.

Formalne rieSenie druhej casti 7o isté rieSenie mozno prepisat o nieco viac formdlne nasle-
dovngch spésobom. Nech A je Tubovolna mnozina 17 policok, na ktorych stoja krali. Pod polic¢-
kom myslime usporiadant dvojicu (r,s) € {0,1,...,7} x {0,1,...,7}, kde r oznacuje riadok a s
stlpec (na obrazku [5| ¢islujeme riadku zhora nadol a stlpce zlava doprava). Uvazujem zobrazenie
f:+A— {1,2,3,4}, ktoré kazdému policku priradi prvok z {1,2,3,4} ako je urfené na obrézku [l
Kedze 17/4 > 4, z frekvenénej formy Dirichletovho principu vyplyva, Ze existuje ¢islo i € {1,2,3,4},
ktoré sa zobrazf aspon 5 policok mnoziny A. Lahko overime, Ze krali na polickach z mnoziny f~1({i})
(teda tych, ktoré sa zobrazia na i) sa navzajom neohrozuju.

Pozndmka. Zobrazenie f s predoslého odesku ma predpis

f((r,s)) =rmod2+2- (smod2)+ 1.
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Ukézeme, Ze na Sachovnicu mozno umiestnit najviac 32 striebornych generalov tak, aby ziaden nebol
ohrozeny inym.

Umiestnime po osem figirok do kazdého neparneho riadku, pricom vsetky figirky nato¢ime smerom
k hornému okraju Sachovnice (obrazok @ Kazdy strieborny general méa d'alsich generalov iba nalavo
alebo napravo od neho a z tychto policok nemdze byt nimi ohrozeny. Nasli sme teda vyhovujice
rozmiestnenie 32 striebornych generalov.

Obr. 6

Predpokladajme, Ze na Sachovnici sa nachadza viac ako 32 striebornych generdlov. Rozdelme si
Sachovnicu na 16 neprekryvajucich sa $tvorcov rozmerov 2 x 2 policka a pre kazdy Stvorec rozdelme
jeho 4 policka do dvoch dvojic, do kazdej dame 2 policka z protilahlych rohov. Vytvorili sme si tak
2 - 16 = 32 dvojic policok.

Uvazujme zobrazenie f, ktoré kazdej figurke priraduje dvojicu, v ktorej sa nachéadza policko, na
ktorom dana figurka stoji. KedZe mame 32 dvojic policok a viac ako 32 figurok, z Dirichletovho
principu vieme, Ze zobrazenie f nie je injektivne. Teda v aspon jednej dvojici musia byt aspon dve
figarky. Policka, na ktorych st tieto dve figurky susedia rohom, preto sa strieborni generéli na nich
navzajom ohrozujd, a to bez ohladu na ich otocenie (kedZe strieborny general ohrozuje vietky 4
policka susediace iba rohom). Tym sme ukazali, Ze ak mame viac ako 32 striebornych generalov, tak
sa uz nejaki dvaja ohrozuju (dokonca navzajom).

Riesenie bonusovej tlohy. Ak mame Sachovnicu rozmerov n x n, tak pre optimalne umiestne-
nie figirok vieme zovSeobecnit rozmiestnenie pre 8 x 8. Umiestnime po n striebornych generalov
do kazdého nepéarneho riadku. Takéto rozmiestnenie vyhovuje z rovnakého doévodu, ako pri 8 x 8.
Dostaneme tak na Sachovnici [n/2]n striebornych generalov.

Nech je n parne a nech je na achovnici viac ako n?/2 figirok. V tomto pripade vieme celkom priamo-
¢iaro zovseobecnit tivahy z pripadu 8 x 8. Rozdelme si politka Sachovnice na n?/4 neprekryvajicich
sa Stvorcov rozmeru 2 X 2. Z Dirichletovho principu potom vieme, Ze v nejakom Stvorci 2 X 2 musia
byt asponi traja strieborni generali. Z nich aspon dvaja musia byt v protilahlych rohoch, a teda ti
dvaja sa ohrozuju.

Ak n = 2k + 1 je neparne, tak chceme ukézat, ze na Sachovnici nemoéze byt viac ako n(n +1)/2 =
(2k + 1)(k + 1) striebornych generalov, z ktorych ziaden neohrozuje iné¢ho. Toto tvrdenie dokdzeme
matematickou indukciou podla k.

Ak k = 0, tak mame Sachovnicu 1 x 1 a na fiu viac ako (2-0+ 1)(0 4 1) = 1 strieborného generala
neumiestnime.



Predpokladajme, Ze pre nejaké celé k > 0 na Sachovnicu rozmerov (2k+1) x (2k+1) vieme umiestnit
bez ohrozenia najviac (2k + 1)(k + 1) figarok. Uvazujme Sachovnicu rozmerov (2k + 3) x (2k+3) a
predpokladajme, Ze mame na nej umiestnenych viac ako (2k + 3)(k + 2) figtrok. Zoberme si $tvorec
(2k + 1) x (2k + 1) vpravo dole 8achovnice na obrazku [7| vyzna¢eny Sedou). Ak by v fiom bolo viac
ako (2k+1)(k+1) figarok, tak z indukéného predpokladu by sa nejaké dve ohrozovali. Preto v tomto
Stvorci moze byt najviac (2k + 1)(k + 1) figarok. Teda vo zvySnom ,elku“ (na obrazku [7] biela cast)
sachovnice musi byt viac ako (2k + 3)(k +2) — (2k 4+ 1)(k + 1) = 4k + 5 figarok.

Policka v ostavajicej casti Sachovnice si rozdelime do skupin. Policko, ktoré sa nachadza v r-tom
riadku a s-tom stlpci oznacime (r, s). Uvazujme mnoziny policok:

e {(i,1),(: +1,2)} pre kazdé i € {1,2,...,2k + 2}, teda spolu 2k 4+ 2 mnozin policok;
o {(1,),(2,i+ 1) pre kazdé i € {2,3,...,2k + 2}, teda spolu 2k + 1 mnozin policok;
e dve mnoziny {(2k +3,1)} a {(1,2k + 3)} po jednom policku.

(Pre k = 3 si mozete skontrolovat rozdelenie poli¢ok na obrazku ) Spolu sme policka ostavajiceho
tseku Sachovnice rozdelili do 4k + 5 mnozin. My sme vSak ukazali, Ze v tejto Casti musi byt viac ako
4k + 5 figirok. Preto z Dirichlerovho principu existuju dve figarky v jednej mnozine, a tie sa musia
ohrozovat. Tym je dokaz indukéného kroku hotovy.
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Obr. 7: Priklad poskupinkovania poli¢ok pre Sachovnicu 9 x 9
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Ulohu si najskor preformulujeme. Nech (a1, as,...,a,) je postupnost, kde a; je pocet oviec, ktoré
zjedol vlk v i-ty den. Definujeme postupnost (s, s1,. .., S,), kde

si=ay+as+ -+ a, prei € {0,1,...,n}.

Specialne z toho méame, Ze so = 0, nakolko ide o prazdny sacet, a vdaka podmienke zo zadania

s, = 100. Kedze vlk zje kazdy den aspon jednu ovcu, postupnost (sg, $1,...,s,) je rastica. Zjavne,
pre 0 < i < j < n, suvisla podpostupnost a;11 + aj12 + -+ + a; ma sacet 20 prave vtedy, ked
s; — s; = 20. Teda chceme najst najmensie také n, pre ktoré v postupnosti (sg, s1, ..., S,) existuji

dva cleny s rozdielom 20. UkaZeme, Ze hfadanym najmensim n je n = 60.

Rozdelme si ¢isla {0,1,2,...,100}, teda mozné hodnoty ¢lenov postupnosti (so, s1, ..., S,), na 60
mnozin:

o {z,x+20} pre z € {0,1,...,19} (20 mnozin),
o {z,2+ 20} pre z € {40,41,...,59} (20 mnozin),



e {80,100} (1 mnozina),
e {z} pre z € {81,82,...,99} (19 mnozin).

Ak je n > 60, tak ma postupnost (sg, s1, ..., S,) aspon 61 ¢lenov. Kedze je to viac ako mnozin, tak
z Dirichletovho principu musi existovat jedna mnozina, ktora obsahuje ¢leny s; a s; (0 <i < j <n),
pre ktoré teda z definicie nasich mnozin plati s; — s; = 20, ¢o sme chceli ukazat. (Vsimnite si, ze
postupnost s-iek obsahuje o 1 ¢len viac, ako méame pocet dni, kedZe sme zahrnuli do nej aj sucet
pred prvym dnom.)

Pre n = 59 vieme vybrat postupnost
(S0, 814+ -+, 850) = (0,1,2,...,10,40,41,42, ... ,59,81,82, ...,100),

ktora neobsahuje dve &isla s rozdielom 20: v ramci podpostupnosti (0, 1,2,...,19); (40,41,42,...,59)
a (81,82,...,100) vieme dostat rozdiel najviac 19 a rozdiely ¢isel z dvoch pospostupnosti st aspon
21. Taktiez, pre n < 59 dostaneme protipriklad vynechanim ¢lenov okrem prvého a posledného. Teda
pre n < 60 existuje postupnost (o, s1, ..., S,), kKtoré neobsahuje dva ¢leny s rozdielom 20.

Poznamka. NasSe rozdelenie na mnoziny vyzeréd nasledovne:

{0,20}  {40,60} {80,100}
{1,21} {41,61} {81}
{2,22} {42,62} {82}
(3,23} {43,631 {83}
(4,24} {44,641 {84}
{5,25} {45,65} {85}
{6,26} {46,661 {86}
(7,21} {47,67% {87}
(8,28} {48,68} {88}
{9,209} {49,69} {89}
{10,30} {50,70} {90}
(11,31} {51,71} {91}
(12,32} {52,72} {92}
13,33} {53,73} {93}
(14,34} {54,74} {94}
(15,35} {55,75} {95}
{16,36} {56,76} {96}
(17,37} {57,77% {97}
(18,38} {58,78} {98}
(19,39} {59,79} {99}



