Cvicenie 3: Zakladné enumeracné pravidla

Tato sada obsahuje pomerne jednoduché ulohy. Va&sinu z nich by mal byt schopny vyriesit absolvent
zékladnej skoly, ¢o ale nemusi byt realita. Jednoduché tulohy tu vSak nie su zaradené iba preto, aby sme
si na nich zopakovali zékladoskolské vedomosti. Enumera¢né tlohy sa totiz daja riesit roznymi sposobmi,
ktoré vyzaduju rozne drovne matematického myslenia:

1. Systematicky vypis vSetkych moZnosti. Tento sposob je délezity, nakolko na fiom vieme na-
zorne ilustrovat kombinatorické pravidla. Pokial ste takto tilohy neriegili, silno odportc¢ame si nejaké
takto vyskuagat. Zdoraziiujeme, Ze aby bolo moZné povazovat tento postup za uplné rieSenie, je do-
lezita jeho systematickost. Tou vieme odovodnit, Ze sme kazdi moznost zapocitali prave raz.

2. Neformalne rieSenie pomocou kombinatorickych dvah.

3. Formalne rieSenie. Ide o rieSenie pomocou forméalneho jazyka, kedy musi byt presne jasné s
akymi Struktirami pracujeme a aké tvrdenia vyuzivame. Standardne vyuZzivame pritom mnoziny a
iné Struktiry, ktoré st z nich vybudované (o nich sme sa uéili na Uvode do diskrétnych struktur).

4. RieSenie pomocou programovania. Ide o variantu systematického vypisu, avSsak toto rieSenie
vie obsahovat aj prvky formalneho rieSenia. Programovaci jazyk totiz tiez mozno povazovat za isty
formalizmus — ma totiz jasné pravidla, ako jeho programy vyzeraju a ako st interpretované. Vhodne
napisany program dokonca zodpoveda aj formalnemu rieSeniu. NavySe takéto rieSenie mé pekni
vyhodu — program vieme spustit a mame hmatatelne vypisané vietky moZnosti.

Prave na tychto jednoduchych tlohach si ilustrujeme posledné dva sposoby riesenia, ktoré sii prave na
drovni vysokoskolskej matematiky.

Prislusné teoria k tymto tilohdm sa nachadza za sadou tloh.

— Uloha 1. K dispozicii mame cifry 2,3, 4. Kol'ko z nich vieme zlozit
a) dvojcifernych ¢isiel,

b) trojcifernych ¢isiel,

c) $tvorcifernych éisiel,

d) péarnych trojcifernych ¢isel.

Uloha 2. Medved si moze dat na obed bud jednu z 50 (rozlisiteInych) oviec alebo jedného z troch
(rozlisitelnych) valachov (nie vSak oboje naraz). Z kolkych mozZnosti si moéze vybrat dohromady?

Uloha 3. Pod gruniom sa pasu dve ¢riedy o n ovciach a jedna ¢rieda o m ovciach (vSetky ovece su
navzajom rozlisitelné). Kol'ko moznosti mé medved, ked chce zjest prave jednu ovcu?

Uloha 4. Hadzeme troma kockami roznych farieb. Kol'ko moze padnat réznych trojic éisel?

Uloha 5. Najnovsi model lopaty vyrabaja v Siestich vykonnostnych a v troch energetickych kate-
goriach, pricom ku kazdej z vykonnostnych kategorii je k dispozicii kazda z energetickych kategorii.
Kolko variantov je na trhu celkovo?

— Uloha 6. Kolko pismen ma Morseova abeceda, ktora pouziva symboly bodku a &arku v jedno- az
Stvormiestnych skupinach, pricom kazdy symbol sa moze opakovat?

Uloha 7. Najdite pocet vietkych tvorcifernych &isel.
Uloha 8. Najdite pocet vietkych &isel, ktoré maju aspoi tri cifry a najviac pat cifier.

— Uloha 9. Najdite pocet vietkych 5-cifernych ¢isel, ktoré maji rovnaké posledné dve cifry.



Uloha 10. Najdite pocet vSetkych ¢isel, ktoré maju asponn tri cifry, najviac pét cifier a rovnaké
posledné dve cifry.

Uloha 11. Kolko existuje vietkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré zacinaju
pismenom a alebo b7

Uloha 12. Kolko existuje vietkych usporiadanych 5-tic zloZenych z pismen {a,b,c,d}, ktoré sa bud
zatinaju na a, alebo sa sucasne nezac¢inaju na a a koncia na c?

Uloha 13. Kolko existuje vietkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, c,d}, ktoré obsa-
huju dva po sebe idice vyskyty pismena b a ziaden dalsi vyskyt pismena b?

Uloha 14. Kolko existuje vietkych postupnosti dlzky 5 zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré obsahuju
kazdé z pismen aspon raz?

Uloha 15. Kolko je vetkych 4-znakovych slov zlozenych z pismen a, b ¢, d, ktoré obsahuju préave
jedno pismeno a.

Uloha 16. Kolko je vietkych 4-znakovych slov zloZenych z pismen a, b c, d, ktoré obsahuji aspoii
jedno pismeno a.

Uloha 17. Najdite pocet 3-cirenych ¢isel, ktoré mozno zlozit z cifier 1, 2, 3, 4. Cifry nemodzeme
pouzivat opakovane.

Uloha 18. Najdite pocet vietkych stvorcifernych ¢isel, ktoré maji vietky cifry navzajom rozne.

Uloha 19. Kolko existuje 4-cifernych &isel zlozenych z cifier z mnoziny M = {1,2,3,4}, v ktorych
sa nenachadzaju dve rovnaké cifry bezprostredne za sebou?

Uloha 20. S pripomienkami k zédkonu chce v parlamente vystupit 6 poslancov A, B, C, D, E, F.
a) Kolko je moznych poradi vystupeni?
b) Kolko je poradi, v ktorych vystupuje A ihned po E?
c¢) Kolko je poradi, v ktorych vystupuje A po E?

Uloha 21. Néajdite pocet kladnych delitelov &isla 120.

Uloha 22. Najdite pocet kladnych delitelov ¢isla 3° - 5* - 72 - 118.

Uloha 23. Najdite pocet kladnych delitelov ¢isla 3* - 4% - 62 - 76.

Uloha 24. Pod grafiom je 10 salaSov a na kazdom maja 50 (rozlisitelnych) oviec. Medved chce
na kazdom salasi zjest prave jednu ovcu. Kolkymi sposobmi tak moéZe urobit (na poradi navstev
jednotlivych salasov nezalezi).

Uloha 25. Pod griiom je n salafov a na kazdom maji m (rozlisiteInych) oviec. Medved chce
na kazdom salasi zjest prave jednu ovcu. Kolkymi sposobmi tak moéze urobit (na poradi navstev
jednotlivych salasov nezalezi).

Uloha 26. Nech n € N. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}?

Uloha 27. Nech n € N,n > 1. Kolko existuje vetkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré za¢inaju pismenom a alebo b?

Uloha 28. Nech n € N, n > 3. Kol'ko existuje vetkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré sa koncia trojicou rovnakych pismen?



— Uloha 29. Nech n € N,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré obsahuju prave jeden vyskyt pismena c?

Uloha 30. Nech n € N,n > 1. Najdite pocet vietkych n-cifernych ¢isel.

Uloha 31. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X7

Uloha 32. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny

X, ktoré zac¢inaji parnym c¢islom?

Uloha 33. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré zac¢inaji neparnym c¢islom?

Uloha 34. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré maju vsetky prvky rézne?

Uloha 35. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré maju vSetky prvky rézne a stcasne zacinaji parnym ¢islom?

Uloha 36. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych asponn 97-prvkovych postupnosti prvkov z
mnoziny X, ktoré maju vSetky prvky rozne?

— Uloha 37. Nech n € N,n > 3. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré sa nekoncia trojicou rovnakych pismen?

Uloha 38. Nech n € N,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré neobsahuju prave jeden vyskyt pismena c?

— Uloha 39. Nech n € N,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré nobsahuju aspon jeden vyskyt pismena c?

Uloha 40. Nech n € N, n > 1. Najdite pocet vetkych n-cifernych ¢isel, ktoré nie st delitelné ¢islom
4.

Uloha 41. Nech n € N, n > 1. Najdite pocet vietkych n-cifernych ¢isel, ktoré nie st delitelné ¢islom
5.

Uloha 42. Nech n € N, n > 1. N4jdite pocet vietkych n-cifernych ¢isel, ktoré obsahuju aspoii jednu
z cifier {1,3,7}.

Uloha 43. Uréte, kolko je vietkych 3-cifernych &isel, ktorych prva cifra (na mieste stoviek) je deli-
telnéa tromi, druha cifra je deliteIna styrmi a posledna cifra je delitelna piatimi.

Uloha 44. Uréte, kolko je vietkych 6-cifernych ¢isel zloZenych z cifier 1 a 7, ktoré neobsahuja tri
jednotky po sebe.

Uloha 45. (*) Vyrieste predosli tlohu pre 20-ciferné &isla.
Uloha 46. (*) Napiste program, ktory vypise riesenie tlohy 44 pre n-ciferné ¢isla.

Uloha 47. (*) Kolkymi spésobmi mozno vydlazdit obdlznik 3 x 10 dlazdicami tvaru obdlznika
rozmerov 1 x 27

Uloha 48. (*) Uzemie Koctirkova mé tvar pravidelného n-uholnika. Starosta Koctirkova chce rozdelit
jeho tizemie na trojuholniky, ktoré maju vrcholy vo vrcholoch n-uholnika a aspon jednu spoloc¢ni
stranu s n-uholnikom. Kolkymi spdsobmi to vie urobit?

Uloha 49. (*) Luxusko si objednal ku svojim menindm sadu n luxusnych zavazi s hmotnostami
1'kg, 2'kg, 3'kg, ..., nlkg. Kolko réznych hmotnosti vie Luxusko pomocou nich odvazit na rovno-
ramennych vahach? Zéavazia moze davat na obe strany.



Ako formalne riesit kombinatorické tlohy

Veta 1 (Pravidlo sa¢tu). Nech n € N a X1, Xo, ..., X,, si po dvoch disjunktné koneéné mnoziny. Potom
‘X1UX2U...UX7L‘ = ’X1’+’X2’—|-+ ’Xn‘,

resp. strucnejsie zapisané
n

=) Xl

k=1

n
U X
k=1

Veta 2 (Pravidlo sa¢inu). Nechn € N, n>1 a Xy, Xo,..., X, sd lubovolné konecné mnoZiny. Potom

n
X1 x Xo X oo x Xl = |X0] - [ Xa| - | Xl = [T X
k=1

Veta 3 (Pravidlo rozdielu). Nech A,U su lubovolné konecné mnoziny také, e A C U. Potom

[UN\A|=[U] - |A].

Pravidlo su¢inu mozno aj zovSeobecnit na silnejSiu verziu, kedy dovolime, neformélne povedané, aby
mnoziny, z ktorych vyberame prvky zaviseli od vyberu predoslych prvkov. Doélezité je len to, aby sme
zakazdym na dany prvok vyslednej usporiadanej n-tice mali rovnaky pocet moznosti. Zapisat pravidlo
stcinu riadne formélne je zna¢ne komplikované, preto v jeho formulécii od tohto upustime. Priklad jeho
pouzitia najdete na konci dokumentu ako riesenie tlohy [18]

Veta 4 (Zovseobecnené pravidlo sucinu, neformélna verzia). Nech X je koneénd mnoZina. Nech A C
Xk k> 2, je podmnozina kartezidnskeho sicinu X*, ktoré obsahuje vsetky také usporiadané k-tice
(x1,22,...,2k) spliajice podmienky:

(1) prvok xy je mozné z mnoziny X vybrat ny spoésobmi;

(2) pre kazdéi € {1,...,k—1}, po akomkolvek vybere usporiadanej i-tice (x1,xa, ..., x;) je moiné prvok
Tit1 vybrat vidy ni+1 sposobmi.

Potom |A|=ny -ng----- Nk

Ak by sme chceli vetu 4] formulovat uplne formélne, tak to vieme spravit na $tyl toho, ako vieme zapisat
mnozinu v8etkych 4-cifernych ¢isel, v ktorych sa cifry neopakuji:

{(a,b,c,d); a € C —{0},be C —{a},ce C—{a,b},de C —{a,b,c}},

kde C' ={0,1,...,9} je mnozina cifier. Prvky a, b, ¢, d tak neberieme z pevnych mnozin ako pri pravidle
st¢inu, ale volime ich z mnoziny, ktora je urcena volbou predoglych prvkov. Napr. prvok ¢ vyberame z
mnoziny C — {a, b}, ktorej konkrétna podoba zavisi od vyberu a, b, aviak nie od vyberu d. (Pripominame,
7Ze je dolezité, ze jej pocet prvkov nezavisi na tom, aké a, b zvolime.) MnozZinu typu C' — {a,b} formélne
vyjadrime ako mnozinu My, ktord moze byt pre rozne volby a, b ina.

Veta 5 (Zovseobecnené pravidlo sucinu, formélna verzia). Nech X, M si konecné mnoZiny, k > 2 a nech
pre kaZdi usporiadand i-ticu (z1,x2,...,x;) € X', kdei € {1,...,k—1}, mdme mnoZinu My, .. 4,, pricom
st splnené podmienky::

(1) ‘M| =ni;

(2) pre kazdé i € {1,....k — 1} a kaZdi usporiadanii i-ticu (x1,xa,...,2;) € X' plati
‘Mazl,..‘,xi‘ = MNj+1-

Potom

|{(.’1§'1,.’1§'27 ce ,l'k), xr1 € ]\47 (VZ S {1,2, . .,k — 1})($Z+1 c Mw17_”7xi)}’ =N1:-Ng----- .



Pouzitie tejto vety bude jasnejsie na prikladoch niZsie.
Zovseobecnené pravidlo sucino vieme pouzit aj v pripade, ak pocitame prvky kartezidnskeho sucinu roz-

nych mnozin X7 x Xo X -+ X X. Vtedy nam staci zvolit vo vete X = X7 U Xo U --- U Xp.

Uloha 50. Dokazte pravidlo rozdielu (Vetu. Lahko ukaZzeme, ze plati U = U\ AU A a Ze mnoZiny
U\ A, A st disjunktné. Potom len pouZijeme pravidlo si¢tu a upravime.

RiSenie tlohy 13

Kolko existuje vSetkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a,b, ¢, d}, ktoré obsa-
huju dva po sebe idice vyskyty pismena b a ziaden dalsi vyskyt pismena b?

Usporiadané pétice si rozdelime na niekolko mnoZin podla toho, na ktorej pozicii sa objavuju
po sebe idtce vyskyty b. Pre stru¢nost si ozna¢me Z = {a,c, d}.
e 1. a 2. pozicia: mnozinu takychto 5-tic vieme vyjadrit ako {b} x {b} x Z x Z x Z.

e 2. a 3. pozicia: vtedy mame mnozinu Z x {b} x {b} x Z x Z.
e 3. a 4. pozicia: vtedy mame mnozinu Z x Z x {b} x {b} x Z.

e 4. a 5. pozicia: vtedy mame mnozinu Z x Z x xZ x {b} x {b}.
Mnozinu v8etkych rieseni vieme tak vyjadrit ako

{D} {0} xZXxZXxZUZx{b} x{b} xZxZUZxZx{b} x{b} x ZUZ x Z x xZ{b} x {b}.

Vsetky tieto Styri mnoziny su navzajom disjunktné, lebo sa liSia v pozicii b-¢ok. Preto podla
pravidla suc¢tu jej velkost je rovna

{0} x {b} X Z X Zx Z|+|Z x {b} x {b} x Z X Z|+|Z x Z x {b} x {b} X Z|+|Z x Z x Z{b} x {b}|.
To je zas podla pravidla sac¢inu rovné

{6} - {0} - |Z] - |Z] - | Z] + | Z] - [{b}| - {b} - 1Z] - | Z]+
+Z|-1Z] - [{b} - {b} - 12| + | Z] - | Z] - | Z] - |[{b}] - [{b}] =
1-1-3-3-3+3-1-1-3-3+3-3-1-1-3+3-3-3-1-1=33+334+334+3%=4.3%

J

Nie v8etky kombinatorické tlohy st vSak o usporiadanych n-ticiach, Ze ich pekne vieme dostat z
pravidla siuc¢inu — napr. ked méme pocitat nejaké ¢isla. Hoci povazovat ¢isla za usporiadané n-tice
nie je velka nepresnost a sme ju ochotni tolerovat. Cisto formalne rieSenie by vyzeralo takto.

RiSenie tlohy 9

Najdite pocet vSetkych 5-cifernych ¢isel, ktoré maju rovnaké posledné dve cifry.

Mnozinu cifier si ozna¢me C' = {0, 1,...,9} a mnozinu vSetkych 5-cifernych ¢isel, ktoré maja
rovnaké posledné dve cifry, si ozna¢me A. Zostrojme mnozinu

B=(C—-{0})xCxCxC,

ktora ma podla pravidla su¢inu velkost |B| = |C'— {0}| - |C]| - |C|-|C| =9-10-10-10 = 9 000.
Zostrojme zobrazenie f: B — A, ktoré usporiadanej 4-ici (a, b, ¢, d) priradi ¢islo v dekadickom
zapise abedd. Toto zobrazenie je zjavne bijekcia, preto |A| = |B| = 9000.




Nasa zostrojend mnozina B ,reprezentuje* hladané 5-ciferné ¢isla, lebo kazdé také ¢islo je jedno-
znacne urcené usporiadanou Stvoricou cifier, ktoré predstavuju cifry na prvych styroch miestach
zlava — posledna cifra je urcéena predposlednou. Tento fakt vieme formalne vyjadrit prave najdenim
bijekcie.

Vsimnime si, Ze z takéhoto formélneho riesenia, vieme pomerne priamociaro zostrojit program, ktory

nam vsetky moznosti vypiSe. Karteziansky suc¢in vieme ahko reprezentovat vnorenymi for cyklami.
Pre prehl'adnost si pre rozdiel mnoZin definujeme vlastnu funkciu difference.

#include <iostream>
#include <set>

using namespace std;

set<int> difference(const set<int> &A, const set<int> &B) {

set<int> C;
for (int a : A) {

if (B.count(a) == 0) {

C.insert(a);

}
}
return C;

3

void uloha_3_8() {

set<int> C = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};

int pocet = 0;

for (int a : difference(C, {0})) {

for (int b : C) {
for (int ¢ : C) {
for (int d : C) {
cout << a << b << ¢ << d << d << endl;

pocet++;
}
}
}
¥
cout << pocet << " moznosti\n";
}
int main() {
uloha_3_8Q);
return O;

V mnohych zlozitejsich tlohach ndm vSak pravidlo stac¢inu stacit nebude. Takmer vo vac¢Sine kom-
ninatorickych tuloh, s ktorymi sa stretneme, budeme pouzivat zovSeobecnené pravidlo sucinu. Zapis
jeho pouzitia mdze vyzerat takto.

RieSenie ulohy 18

Néjdite pocet vsetkych Stvorcifernych ¢isel, ktoré maju vsetky cifry navzajom rozne.

Nech A je mnozina ¢isel zo zadania a C' = {0, 1,...,9} je mnozina cifier. Nech B je mnozina
usporiadanych stvoric (a, b, ¢, d), kde

e ac C—A{0},|C—{0} =09

e bec C—{a}, |C—{a}| =9 pre kazdua volbu q;



e cc C—{a,b}, |C—{a,b}| =8 pre kazda volbu a, b;

e deC —{a,b,c}, |C—{a,b,c}| =7 pre kazda volbu a, b, c.
Podla zovSeobecneného pravidla sucinu |[B| = 9-9 -8 .7 = 4536. Zobrazenie f: A — B,
f((a,b,¢,d)) = abcd je zjavne bijekcia. Preto |A| = |B| = 4 536.

Na zéaklade tohto rieSenia by program vyzeral nasledovne:

void uloha_3_17() {

set<int> C = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};

int pocet = 0;

for (int a : difference(C, {0})) {

for (int b : difference(C, {a})) {
for (int ¢ : difference(C, {a, b})) {
for (int d : difference(C, {a, b, c})) {

cout << a << b << c << d << endl;
pocet++;

}
}

cout << pocet << " moznosti\n";

I

Tu vidime, Ze pri programovani vlastne ani nebadat rozdiel medzi beznym a zovSeobecnenym pra-
vidlom stcinu.

Minimalisticky zapis, ktory sme eSte ochotni uznat ako formélne rieSenie, moze vyzerat takto.

Strucné riesenie ulohy 18

Zvolme
e a € C—{0}: 9 moznosti;

e b e C — {a}: 9 moznosti;
e c € C —{a,b}: 8 moznosti;

e dc C —{a,b,c}: 7 moznosti.
Zostrojime ¢islo abed, ¢im mame zjavne bijekciu. Teda pocet moznosti je 9-9 -8 -7 = 4 536.

J

Hlavne vam odporuc¢ame pomentvat si jednotlivé volby a na zéklade tychto oznaceni na zaver opisat,
ako dostaneme z tychto ¢iastkovych volieb vyslednt moznost. Hoci pri takychto jednoduchych tlohach
sa takéto rieSenie da opisat aj slovne, bez pismeniek, pri zlozitejsich ulohéch absencia premennych
vie sposobit nejasnosti. TieZ si treba skontrolovat, Ze naozaj je nase zobrazenie bijekcia — to je jedna
z najcastejsich chyb pri rieseni.

Rekurentné riesenie tloh (*)



RieSenia

Riegenia tloh s celkom provizérne. Je mozné, ze obsahuji nejaké chyby, preklepy. Budem rad, pokial
mi kazda nezrovnalost nahlasite mailom na rajnik zavinac dcs.fmph.uniba.sk.

1.
a) 32=9
b) 3% =27
c) 3* =381
d) 3-3.-2=18

. 93

. n+m

. 6-6-6=216
. 6-3=18

2

3

4

5

6. 2+22+234+21=230
7. 9-10-10-10 = 9000

8. 9-102+9-10°+9-10* = 99900
9. 9-10-10-10 = 9000

10. 9990

11. 2-4* =512

12. 4% +3-4% = 448

13. 3 +3%+3%+33=108

14. 4-(6-10) = 240

15. 4-3% =108

16. 44 -3 =175

17. 4-3-2=24

18. 9-9-8.7=4536

19. 4-3* =324

20. a) 6!, b) 5!, ¢) 6!/2

21. 4-2-2=16

22. 6-5-3-9=2810

23. 1377 delitelov (3*-4°.62. 706 = 212.36.76)
24. 50

25. m”

26. 4"



27. 24771
28. 4773 .4 = 4n—2

29. n-3"!
30. 9-10"!
31. 100%

32. 50-100%
33. 50-100"
34. 1002

35. 509912

36. 1007 + 1002 + 1002 + 10012

37. 47 — 42

38. 4" —n -3t

39. 4" —.3"

40. 910" —9-10"3-25 (pre n > 3)
41. 9-10"1—9-10"2-2 (pre n > 2)
42. 9.1t —6-7"!

48. n - 2°
Rozdelte si moznosti podla miest, na ktorych mame trojuholniky, ktoré maji spolo¢né prave dve
strany s n-uholnikom. Takto zapocitate kazdé rieSenie dvakrat. [KMS 15/16-Z1-4]

49. 19-(3"3—-1)/2+9
Ukézte, Ze s vynimkou zopar malych zavazi, kazdé rozmiestnenie zédvazi nam urci jedine¢ni hmotnost,
ktorta vieme odvazit. [KMS 15/16-L3-4|



