Cvicenie 5: Kombintorické dokazy identit

Nasledujice identity je zvéacSa mozné dokazat dvoma principialne odlisnymi spésobmi: algebraickou ma-
nipulaciou alebo kombinatorickou interpretaciou. Hoci nemusi byt na Skodu vyriesit niekolko tloh aj
algebraicky, cielom je predovsetkym precvicenie kombinatorickijch dokazov. Takyto kombinatoricky dokaz
spociva v identifikicii vhodnych tried kombinatorickych konfigurécii, ktorych pocet je dany lavou a pra-
vou stranou identity a v naslednom pozorovani, ze medzi tymito triedami existuje bijekcia. Preto sa ¢asto
hovori aj o bijektivnych dékazoch.

Uloha 1. Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
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Uloha 3. Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
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Uloha 5. Dokazte, ze pre vietky n,m, k € N plati
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Uloha 6. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Uloha 7. Dokazte, ze pre vietky n,r,s,t € N plati
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Uloha 8. Dokaite, 7e pre vietky n € N\ {0} plati
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Uloha 9. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Dokézte Vandermondovu identitu: pre vSetky n, m,r € N plati
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Dokazte, ze pre vetky n, k € N plati

> () () =)

Dokézte, ze pre vsetky n € N plati
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V zavislosti od prirodzeného ¢isla n vypocitajte sumu
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Vypocitajte sumu v zavislosti od nezapornych celych cisel n, k:
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Vypocitajte sumu

(*). Dokazte, ze pre vsetky n € N plati
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kde F, .1 je (n + 1)-vé Fibonacciho ¢islo.

Uloha 19

(*). Dokazte, ze pre vetky n € N plati
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Viaceré kombinatorické identity mozno dokézat ich transforméaciou na lahgie dokézateIné identity medzi
polynémami. To znamena najst k danej identite L(s) = R(s) polynémy pr(z) a pr(z) také, Ze koeficient
pri 2° je v pr(z) rovny L(s) a v pr(x) je rovny R(s). Nasledne staci dokéazat, ze pre vSetky x plati
pr(x) = pr(x) — rovnost koeficientov je priamym dosledkom. Pri hladani vhodnych polynémov pr(z) a
pr(x) je uzitoénym néstrojom prave binomicka veta. Vid tiez poznamku pod vetou 2.15 zo skript.

Aj ked sa pouzZitie tejto metody obmedzuje iba na relativne nevelku triedu identit, ide o zaklad ovela
v8eobecnejsej metody tzv. generujicich funkcii (niekde tiez vytvdragucich funkcii), v ktorej sa namiesto
polynémov pouzivaju ,,nekone¢né polynémy“, ¢ize formdlne mocninové rady. To uz vSak presahuje ramec
tohto predmetu. Viac sa mozete dozvediet na predmete Kombinatoricka analyza (1).

Uloha 20 (*). Pomocou binomickej vety dokazte pre vietky n,s € N identitu
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Uloha 21 (*). Pomocou binomickej vety dokazte pre vietky n,s € N identitu
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Napovedy k rieSeniam

1. Pocet sposobov, ako vybrat k-prvkovi podmnoZinu n-prvkovej mnoziny pricom jeden prvok je
Specialny.

3. Z n+1 ¢&isel losujeme k nerozlisiteInych a jedno dodatkové.

4. 7 n ¢isel losujeme k nerozlisiteInych a jedno dodatkové.

o

Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, ¢} obsahujucich prava m pismen a a préave k pismen b.

6. Mame po n prvkov na 3 kopkach, chceme vyberat z nich n. Rozdelime na pripady podla toho,
po kol'ko prvkov vyberame z troch kopok: 34+0+0,2+ 140, 1+ 1+ 1.

7. Pocet slov dlzky n z pismen {a,b,c,d} takych, ze pocet a a b je s, pocet b a ¢ je r, pocet b je t.

8. Pocet podmnozin (ne)parnej velkosti. Kazda takd podmnozina je jednoznacne urcena n — 1
miestami charakteristického vektora.

9. 7 2n prvkov vyberdme podmnozinu n prvkov: vyberieme k z prvych n a z druhych n prvkov
vyberieme k, ¢o tam nie si.

10. Z n + m prvkov vyberame r prvkov. Rozdelime na pripady, kedy vyberame k z m a zvys$nych
r — k z m prvkov.

11. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, c}.
12. Pocet n-pismenovych slov z {a, b, ¢} obsahujtcich presne k pismen a.
13. Pocet sposobov, ako vylosovat z n ¢isel nejaky pocet a jedno dodatkové ¢islo.

14. Pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin (n + 1)-prvkovej mnoziny. Rozdelime na pripady podla
najvacsieho prvku.

18. Pocet postupnosti zlozenych z ¢isel {1,2}, ktorych sacet je n.

20. Roznasobnte zatvorky v rovnosti (1 4+ z)"™ = (14 z)" + x(1 + z)™.



Riesenia vybranych tloh

Riesenie tlohy 15

Zo sumy mozeme vidiet, Ze si z n vyberdme k prvkov, oznac¢me si ich A. Z tychto k A-ckovych prvkov
si vyberieme eSte jeden Specialny. Povedzme, Ze jedno A si podciarkneme. Zo zvysnych n — k prvkov
si eSte vyberieme m — k prvkov, ktoré si oznac¢ime B. Zvysné nevybrané prvky si oznacime C'. Cislo k
moze nadobudat hocijaké hodnoty od 1 po m, ale stale nam plati, Ze pocet A-¢ok a B-¢ok je rovnaky
— je to m. Podme to teda dat dohromady.

Budeme pocitat pocet n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen A, B, C, ktoré obsahuju v sucte
presne m pismen A a B a navySe obsahuji jedno A, ktoré je pod¢iarknuté. Rozlozime si vSetky
postupnosti na diskjunktné mnoziny podl'a po¢tu pismen A. Pocet postupnosti, ktoré obsahuji presne

k znakov A (vratane podciarknutého) je
n\(n—=k
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k) sposobov, ako vybrat pozicie, na ktorych bude znak A, pre kazdy vyber mozeme
k sposobmi vybrat podciarknuté A a potom vzdy modzeme vybrat (::Z) miesta, na ktorych budua
znaky B. Pocet v8etkych takychto postupnosti vypoc¢itame teda podla pravidla suctu presne nasou

sumodu.

Totiz, mame ("

Iny sposob, ako vieme dostat pocet tychto postupnosti, je Ze si najprv vyberieme pozicie, na ktorych
buda znaky A alebo B, na nevybrané pozicie umiestnime rovno C'. To vieme spravit (;:L) sposobmi.
Spomedzi tychto m pozicii si vyberieme jednu, na ktorej bude podciarknuté A, na ¢o méame zakazdym
m moznosti. Na zvysnych m — 1 poziciach mézu byt uplne lubovolne znaky A a B, pre kazda z nich
méame 2 moznosti, teda spolu 2™~ moznosti. Podl'a zovieobecneného pravidla stéinu tak je vietkych

postupnosti
n
(m) m - 2m—1’

¢o je teda aj vysledok nasej sumy.

RiesSenie tlohy 16

Uvazujme tulohu: Mame 5n deti, z toho 2n chlapcov a 32 dievéat. Kolkymi spésobmi moZno z nich
vytvorit tim pozostavajici z n deti a v ramci timu urcit dvoch kapitanov: jedného chlapca a jedno
diev¢a. Formalne mozno tuto ulohu vyjadrit napriklad takto. Mame mnoziny C' a D takeé, ze |C| = 2n,
|D| =3n a DN C = (. Chceme urcit pocet prvkov mnoziny

D
M:{(T,c,d); T e (CL; )/\cECﬂT/\dEDﬂT}.

1. rieSenie Vsetky vybery rozdelime na mnoziny My, M, ..., M,, kde pre kazdé k € {0,1,...,n}
mnozina M}, obsahuje vybery obsahujice prave k chlapcov. Tieto mnoziny st po dvoch disjunktné,
nakol'ko obsahuju moZnosti s roznym poc¢tom chlapcov. Kazdy tim z mnoZiny M, je jednoznacne
urceny nasledovnymi vybermi:

2n

& ) moznosti.

1. Vyberieme mnozinu k& chlapcov 7., na ¢o mame (

2. Vyberieme mnozinu n — k diev¢éat Ty, na ¢o mame (n?fk) moznosti.



3. Z k vybranych chlapcov vyberieme chlapca kapitana, teda vyberieme ¢ € T, na ¢o mame k
moznosti (pre kazdy vyber T,).

4. Podobne mame n — k moznosti pre vyber dievéata kapitana d € Tj.

Takto sme dostali tim T.U T, s kapitanmi ¢, d. Podl'a zovseobecneného pravidla su¢inu mame celkom

2n 3n . ]
| My,| = (k:) (n - k)k(n — k) moznosti.

Podla pravidla su¢tu je vSetkych moznosti
- - 2n 3n
>l =Sk k() ()
k=0 k=0
¢o sa rovna nasej sume.

2. rieSenie Tim vieme vybrat aj nasledovne:

1. Vyberieme kapitana chlapcov ¢ € ', na ¢o mame 2n moznosti.

2. Vyberieme kapitanku dievcéat d € D, na ¢o mame 3n moznosti.

CUD—{c,d}

5 ), na ¢o

3. Zo zvysnych 5n — 2 deti vyberieme zvy$nych n — 2 deti do timu, teda 7" € (
mame vzdy (5::22) moznosti.

Tymto je jednozna¢ne uréeny tim {c,d}UT" s kapitanmi ¢, d. Podl'a zov§eobecneného pravidla siéinu
je takychto timov
on — 2 on — 2
2n - 3n - = 6n? .
n—2 n—2

KedZe ide o riesenie rovnakej ulohy (resp. formalne o mohutnost mnoziny M), tak tato hodnota je
rovna sume zo zadania.

Riesenie tlohy 17

Zadanie dlohy Uvazujme nasledovnu kombinatorickt tillohu: Mame Sportovy klub, ktorého hraci
st o¢islovani ¢islami 1,2,...,n + 1 od najmladsieho po najstarsieho. Z hracov treba vybrat (k + 1)-
¢lenny tim (podmnozinu) spolu s kapitanom. Kapitan moze, ale nemusi byt sucastou timu, no v time
musi existovat niekto starsi ako on.

1. rieSenie Mozné vybery timov rozdelime na po dvoch disjunktné mnoziny. Prei € {k, k+1,...,n}
uvazujme mnozinu M, ktora obsahuje vybery timov, kde je hra¢ ¢ + 1 najstarsi. Kazdy takyto tim
potrebuje eSte vybrat k hracov, ktori musia byt vybrani spomedzi hracov {1,2,...,i}, na ¢o mame

(;) moznosti. Potom eSte musime urcit kapitana — nim méZze byt ktokolvek s mensim ¢islom ako
¢+ 1, na ¢o méme ¢ moznosti. Spolu teda méame

" /i
1 moznosti.
>i(,)

i=k



2. rieSenie Najprv vy¢islime moznosti, kedy je kapitan sucastou timu. Vtedy méme (ZE) moznosti

na vyber ludi v time. Pre kapitdna mame len k£ moznosti, kedZe nim nemoze byt najstarsi hra¢. Spolu

tu teda mame k(ZE) moZnosti.

sz P . v . 2 1 v . 2 v , . .
Ak kapitéan nie je sucastou timu, tak mame (Ziz) moznosti ako vybrat hracov, ¢o buda tvorit tim a

kapitana. Potom méme k + 1 sposobov ako urcit hraca, ktory nepdjde do timu a bude kapitanom —

opat nemoézeme zvolit najstarsieho. V tomto pripade mame (k + 1) (Zﬁ)

Vysledny pocet moznosti, a teda aj vysledok nasej sumy, teda je

(i2a) a0 (i)



