Cvicenie 9: Grafy I — zakladné pojmy

Definicia 1. Graf je dvojica G = (V, E), kde V je neprazdna kone¢nd mnozina a

5= (%)

Prvky mnoziny V nazyvame vrcholmi, prvky mnoziny E nazyvame hranami.

Ak v grafe G = (V, E) pre nejaké (nie nutne rozne) vrcholy u,v € V a hranu e € E plati e = {u,v},
hovorime, Ze hrana e je incidentnd s vrcholmi v a v. Pod rddom grafu rozumieme pocet prvkov mnoziny
V.

Uvedena terminolégia nie je dplne ustalend a moze sa od zdroja k zdroju 1isit. Takto definovany pojem
wgraf“ sa napriklad ¢asto oznacuje ako jednoduchy graf; niektoré hrany pripustaju nasobné / paralelné
hrany (multigrafy), slu¢ky vo vrcholoch alebo orientované hrany.

Definicia 2. Nech G = (V,E) je graf a k € N. Graf G je k-reguldrny, ak pre vSetky v € V plati
degs(v) = k. Graf G je regularny, ak je k-regularny pre nejaké k.

Uloha 1. Rozhodnite, & existuje graf, ktorého vrcholy maju stupne:
a) 4, 3,2, 2,1, 0;
b) 4,2,2,2,1,1;
c) 6,4,3,3,2, 2, 1;

€

)
)

d) 7,6,5,4,3,2 1;
) 6,6,5,4,2, 2, 1;
)

f)8,7,.7,6,3,22 22 2 1.

Uloha 2. Dokazte, ze v kazdom jednoduchom grafe, ktory ma aspon dva vrcholy, existuji aspoi dva
vrcholy s rovnakym stupiiom.

Uloha 3. Najdite vietky dvojice (n, k) € N? také, Ze existuje aspoii jeden k-regularny jednoduchy
graf radu n.

Uloha 4. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Najdite pocet vietkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V = {1,...,n}.

Uloha 5. Nech n, k > 1 su prirodzené ¢isla. Najdite pocet vietkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V' = {1,...,n}, ktoré maja prave k hran.

Uloha 6. Najdite vietky navzajom neizomorfné 3-regularne grafy radu 6.



— Uloha 7. Zistite, ktoré z nasledujtcich grafov st izomorfné.
a) b) c)

d) e) f)

— Uloha 8. Nech G = (V, E) je graf taky, ze pre vietky v € V plati degg(v) > 2. Dokaite, ze graf G
musi nutne obsahovat kruznicu.

Uloha 9. Dokazte, ze v Tubovolnom 2-regularnom grafe lezi kazdy vrchol na préave jednej kruznici.
Uloha 10. Popiste vietky grafy, ktoré neobsahuju ziadnu cestu dizky 3.

— Uloha 11. Dokazte, 7e kazdy graf G obsahuje cestu dizky 6(G) a kruznicu dlzky aspoit §(G) + 1
(pre 0(G) > 2), kde 6(G) je najmensi stupen grafu.

— Uloha 12. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf radu n taky, Ze pre vietky v € V plati degg(v) >
(n — 1)/2. Dokézte, ze graf G musi byt nutne stvisly.

Uloha 13. Nech G = (V,E) je jednoduchy graf radu n taky, ze pre kazdu dvojicu nesusednych
vrcholov u, v plati deg,(u) + degi(v) > n — 1. Dokéazte, ze G musi byt nutne savisly.

— Uloha 14. Dokazte, ze Tubovolné dve najdlhsie cesty v suvislom grafe maju spoloény vrchol. Maju
aj spolo¢ni hranu?

— Uloha 15. Nech G = (V, E) je lubovolny graf. Dokazte alebo vyvratte:

a) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj cesta zacinajica v u a
konciaca vo v.

b) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-tah, tak existuje aj cesta zacinajica v u a
konciaca vo v.

¢) Ak pre dvojicu vrcholov u, v € V' existuje u-v-sled, tak existuje aj tah za¢inajuci v u a konéiaci
VO v.

d) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety sled nenulovej dlzky prechadzajuci cez u, tak existuje
aj kruznica prechadzajtca cez u.

e) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety tah nenulovej dlzky prechadzajtci cez u, tak existuje aj
kruznica prechadzajuca cez u.

Uloha 16. Dokazte, 7e ak graf G = (V, E) obsahuje aspoii jeden uzavrety sled neparnej dlzky, tak
obsahuje aj kruznicu neparnej dlzky.

Uloha 17. Nech n > 1. N4jdite najmensie k(n) € N také, Ze vietky jednoduché grafy radu n s k(n)
hranami st stuvislé.



— Uloha 18. Dokazte, 7e komplementarny graf k nestivislému grafu je stvisly. (Komplementarny graf
grafu G je taky graf G', pre ktory plati V(G') = V(G) a B(G") = (}) — E(G).)

Uloha 19. Dokazte, ze

a) pre kazdy jednoduchy graf o n vrcholoch, e hranych a k komponentoch plati n — k < e <
m—k+1)(n—-—Fk)/2a

b) pre vSetky [ také, ze n—k <1 < (n—k+1)(n—k)/2 existuje graf o n komponentoch, [ hranach
a k komponentoch.

RieSenia

1. Neexistuju:

¢) nemdze mat tri vrcholy neparneho stupiia

d) vrchol stupna 7 ma len 6 dalsich, s ktorymi moéze byt spojeny

e) dva vrcholy stupnia 6 musia byt spojené s kazdym ostatnym, ¢o porusi stupen 1. f) z vrcholov
stupnov 8, 7, 7, 6 vychadza asponn 5+ 4 + 4 + 3 = 16 hran, ale do zvy$nych vrcholov mo6ze vchadzat
najviac 3+2+2+4+2+4+2+2+1 =14 hran

Graf radu n nemdze mat vrchol stupna 0 a aj n — 1.
Musi platit n > k a ak n je neparne, tak k musi byt parne.
2n(n—1)/2
n(n—1)/2
(""77)

K33 a K4, kde sme jeden vrchol nahradili trojuholnikom.

Triedy izomofnych grafov sa {a), d), e)}, {b)}, {¢)}, {f)}
obsahuje ako jediny 5 vrcholov
), ¢) obsahujt kruznice dlzky 4, pricom v grafe c) sa kazda hrana nachadza v nejakej kruzinici dlzky
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9. Ak by lezal na viacerych, tak vrchol, v ktorom sa kruZnice rozpoja, mé velky stupen.

10. Grafy, v ktorych kazdy komponent je bud Cj, alebo hviezda — graf, kde je jeden vrchol spojeny
s hranou s d'alsimi ¢ vrcholmi (a Zziadne iné hrany neobsahuje), i > 0

11.
12. Kazdé dva nesusedné vrcholy maji spolo¢ného suseda.
13. Podobne ako predchadzajuca tloha.

14. Spojnica najdlhsich ciest ich rozdeli kazdt na dva tseky. Zoberte dlhsie z nich. Hranu nemusia
mat spolo¢nu.

15. a) Ano — zoberte si najkratsi u-v-sled, ktory nie je cestou a najdite kratsi
b) Ano, je to dosledok a)

¢) Ano, je to dosledok a).

d) Nie — Napr. tah u, z, u.

e) Ano, znovu staci uvazovat najkratsi tah

16. Najdite v iom kruznicu. Ak ma parnu dizku, tak vyuzite vo zvysku sledu indukény predpoklad.



17. (n—1)(n — 2)/2: ak méa jeden komponent velkost a, tak graf moze mat najviac a(a — 1)/2 +
(n—a)(n—a—1)/2 =2a*> - 2an +n(n — 1)/2 hran, ¢o nadobtda maximum prea =1 aa=n— 1.
Dosiahne sa na grafe K, 1+ izolovany vrchol.

18.

RieSenie tlohy [15a)

Ukazka dvoch spdsobov, ako spisovat dokazy, kde opakujeme nejaky krok. Hlavna myslienka je vy-
znacena modrou, spolo¢na pre obe rieSenia.

Matematickid indukcia

Nech u, v st vrcholy grafu G. Uplnou matematickou indukciou podla n dokazeme, za ak v grafe G
existuje u-v-sled dlzky n, tak existuje v iom aj u-v-cesta. Pre n = 0 tvrdenie zjavne plati (sled (u)
je aj cestou).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky n < k, pre nejaké k > 0. UkadZeme, Ze tvrdenie plati aj

pre n = k. Nech teda P = (u = vy, e1,v1, €2, Vg, . .., Uk_1, €, Vp = V) je u-v sled dlzky k. Ak sa v fiom
neopakuju vrcholy, tak ide o cestu a dokaz je hotovy. Predpokladajme teda, Ze sled P nie je cestou,
teda ze pre nejaké ¢ < j plati v; = v;. Potom P’ = (vg, e1,v1,...,€;,0; = Vj, €41, ..., Vk_1, €, Vk) j€

u-v-sled dlzky kratiej ako k. Preto podla indukéného predpokladu existuje u-v-cesta v grafe G. Tym
je dokaz indukciou dokonceny

Extremalny princip

Nech u, v st vrcholy grafu G a nech P = (u = wg, e1,v1,€2,09,...,V5_1, €k, U = v) je najkratsi
u-v-sled grafu G (ktory existuje, kedze aspon jeden u-v-sled v grafe G méame). Predpokladajme teda,
ze sled P nie je cestou, teda Ze pre nejaké ¢ < j plati v; = v;. Potom P' = (vg,eq,v1,...,6€;,0; =
Vj, €41, - - ., Vk_1, €k, Uk) je u-v-sled dlzky kratsej ako k. To je v spore s tym, ze P je najkratsi u-v-sled.
Preto P musi byt cesta.



