Cvicenie 10: Grafy II — Stromy

Uloha 1. Je rieSenie nasledovnej tlohy spravne?

Zadanie. Dokézte, 7e kazdy n-vrcholovy graf G's 6(G) > 3 obsahuje kruznicu dlzky 4.

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla n. Graf s minimalnym stupnom vrchola 3
musi mat aspont 4 vrcholy. Ak n = 4, tak G = K, (aplny graf na 4 vrcholov), ktory obsahuje
kruznicu dizky 4.

Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké n a dokazeme, ze plati aj pre n+1. Vezmime
si n-vrcholvy graf G s minimalnym stupiiom aspon 3. Podl'a indukéného predpokladu obsahuje
kruznicu dlzky 4. Ak do grafu G priddme novy vrchol stupiia aspon 3, tak dostaneme (n + 1)-
vrcholovy graf G'. Novy graf G’ méa tieZ minimélny stupen aspon 3 (lebo sme len pridali hrany)
a stale obsahuje kruznicu dlzky 4. Tvrdenie teda plati aj pre n + 1, &m je dokaz indukciou
hotovy.

Definicia 1. Graf G = (V, E) je acyklicky, ak neobsahuje ziadnu kruznicu. Strom je Iubovolny stuvisly
acyklicky graf.

Veta 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf. Nasledujice turdenia si ekvivalentné:
(i) G je strom.
(ii) Lubovolné dva vrcholy grafu G si spojené prdve jednou cestou.

(i) Graf G je suvisly a po odobrani lubovolnej hrany vznikne z grafu G nesivisly graf. (G je minimdlne
suvisly)

(iv) Graf G je acyklicky a po pridani lubovolnej hrany vznikne kruznica. (G je maximdlne acyklicky)
(v) G je suvisly graf radu n € N s n — 1 hranami.
(vi) G je acyklicky graf radu n € N s n — 1 hranami.

Definicia 2. Nech T'= (V, E) je strom. List je Tubovolny vrchol v € V taky, ze degy(v) = 1.

Uloha 2. Dokazte, ze kazdy netrivialny strom mé aspoi dva listy.
Uloha 3. Dokazte, ze strom s n vrcholmi mé prave n — 1 hran.
Uloha 4. Najdite vietky stromy 7 = (V, E) obsahujtice vrchol v € V' taky, ze degy(v) = 0.
Uloha 5. Kolko najmenej a kol'ko najviac listov moze mat strom na n vrcholoch?
— Uloha 6. Dokazte Vetu
— Uloha 7. Dokazte, Ze kazdy strom T' mé aspoir A(T) listov.
— Uloha 8. O strome T vieme, 7e mé
e 4 vrcholy stupna 2,
e 2 vrcholy stupna 3,

e 7 vrcholov stupna 4,



e maximalny stupen 4.
Kol'ko moze mat strom T listov?
Uloha 9. Najdite vSetky regularne stromy.

Uloha 10. Dokazte, 7ze pre kazdy suvisly graf G a Tubovolny jeho vrchol r existuje kostra T grafu
G taka, ze pre kazdy vrchol v grafu G je v-r-cesta v kostre T' najkratSou v-r-cestou v grafe G.

Uloha 11. Dokézte, ze vrcholy stromu mozno ocislovat vy, vs, ..., v, tak, ze pre kazdé ¢ > 2 ma
vrchol v; prave jedného suseda v mnozine {vq, vy, ..., v;_1}.

Uloha 12. Dokazte, Ze pre kazdy savisly graf G a ubovolny jeho vrchol v existuje kostra T’ grafu
G taka, ze pre kazdy vrchol u grafu G je v-u-cesta v kostre T' najkratSou v-u-cestou v grafe G.

Uloha 13. Nech G je suvisly 3-regularny graf. Dokéite, ze graf G ma taka kostru T, 7e kazda
kruznica grafu G ma s kostrou 7" aspon jednu spolo¢nt hranu.

Prehl'adavania grafov (*)

Pri programovani sa stretneme s réznymi sposobmi, ako mozno graf prehladavat. Existuje ich viacero a
st rozne sposoby, ako ich vieme forméalne definovat. Zakladnou spolo¢nou ¢rtou je, ze prehladévanie by
malo byt kostrou grafu. Jeden spésob sme nacrtli v tlohe kde vrcholy kostry oéislujeme podla poradia
ich objavenia. Forméalne jednoduchsi sposob je definovat prehladdvanie grafu G ako zakoreneni kostru,
teda usporiadana dvojicu (7, r), kde T je kostra grafu G a r je Tubovolny vrchol grafu G nazyvany koreri.
Jediné, ¢o to znamené, je, ze sme jeden z vrcholov kostry prehlasili za $pecidlny.

Prehl'adavanie do sirky (BFS)

Prehladdvanie grafu G = (V, E) do Sirky je kostra T grafu G zakorenentu vo vrchole r taka, ze pre kazdy
vrchol v grafu G je v-r-cesta v kostre T' najkratSou v-r-cestou v grafe G.

Prehl'adavanie do hibky (DFS)

V zakorenenom strome (7',7) (teda aj v kostre) vieme hovorit o tom, Ze nejaky vrchol je pod inym:
vrchol w je pod vrcholom v ak (jedina) u-r-cesta v strome T' prechadza vrcholom v. (Zaujemcovia si mozu
rozmysliet, Ze po pridani reflexinvosti ide o usporiadanie mnoziny V' (G), vo vac¢sine stromov netplné.)

Prehladdvanie grafu G = (V, E) do hibky definujeme ako kostru T grafu G zakorenenti vo vrchole r taki,
ze pre kazda hranu uv € F(G) je vrchol u pod vrcholom v alebo naopak.

Veta 2. Kazdy suvisly graf G obsahuge pre kazdy vrchol r € V(G) kostru T zakoreneni vo vrchole v, ktord
je prehladdvanim do hibky.

Doékaz. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu.

Nech n € N a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky stivislé grafy s menej ako n vrcholmi. Uvazujme
n-vrcholovy graf G a jeho vrchol r. Po odstraneni vrchola r dostaneme k > 1 komponentov sivislosti
G1,Go,...,G. KedZe graf G je suvisly, tak v kazdom komponente G; existuje vrchol r;, ktory susedi s
vrcholom r. Kazdy komponent GG; ma menej ako n vrcholov, preto podla indukéného predpokladu ma
prehl'adévanie do hibky (7}, 7;). Nech T je podgraf G, ktory vznikne zjednotenim podgrafov Ty, T, . .., Tk
a pridanim hran rry,rry, ..., rr,. Dokazeme, 7e podgraf T je prehladavanim do hibky:




e T je suvisly: Z kazdého jeho vrcholu v zjavne existuje cesta do vrcholu 7, z ¢oho vyplyva sivislost.

e T je acyklicky: V jeho podgrafoch T; sa nenachadza kruznica. Kazdé z pridanych hran rr; je mostom,
preto nelezi na kruznici.

e Je to prehladavanim do hibky: Uvazujme I'ubovolni hranu uv € E(G). Ak jeden z jej vrcholov je
korenn, BUNV u = r, tak vrchol v je pod w. f)alej uvazujme, ze u # r # v. Vtedy uw aj v musia
byt vrcholy rovnakého komponentu G;, kedZe medzi komponentmi sivislosti neméze viest hrana.
Potom z indukéného predpokladu dostédvame, Ze jeden z vrcholov hrany wv je pod druhym.
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RieSenia

1-vrheolovy graf
Najmenej 2: cesta. Najviac n — 1: hviezda.
Zoberte si vrchol najvacsieho stupna a najdite listy v podstromoch, ktoré st nan zavesené
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1-vrcholovy graf



