Cvicenie 11: Grafy II — Suavislost, stromy

— Uloha 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf radu n taky, Ze pre vietky v € V plati deg,(v) >
(n —1)/2. Dokazte, ze graf G musi byt nutne stvisly.

Uloha 2. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf radu n taky, Ze pre kazda dvojicu nesusednych
vrcholov u, v plati degq(u) + degq(v) > n — 1. Dokéazte, ze G musi byt nutne suvisly.

— Uloha 3. Dokazte, ze ubovolné dve najdlhsie cesty v suvislom grafe maju spolo¢ny vrchol. Maju
aj spolo¢nii hranu?

— Uloha 4. Nech G = (V, E) je Iubovolny graf. Dokazte alebo vyvratte:

a) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj cesta zacinajica v u a
konciaca vo v.

b) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-tah, tak existuje aj cesta zacinajiuca v u a
konciaca vo v.

¢) Ak pre dvojicu vrcholov u, v € V' existuje u-v-sled, tak existuje aj tah za¢inajuci v u a konciaci
VO v.

d) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety sled nenulovej dlzky prechadzajuci cez u, tak existuje
aj kruznica prechadzajtca cez u.

e) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety tah nenulovej dlzky prechadzajici cez u, tak existuje aj
kruznica prechadzajuca cez u.

Uloha 5. Dokazte, 7e ak graf G = (V, E)) obsahuje aspon jeden uzavrety sled neparnej dlzky, tak
obsahuje aj kruznicu neparnej dlzky.

Uloha 6. Nech n > 1. Najdite najmensie k(n) € N takeé, ze vietky jednoduché grafy radu n s k(n)
hranami st savislé.

— Uloha 7. Dokéite, ze komplementarny graf k nestvislému grafu je stvisly. (Komplementéarny graf
grafu G je taky graf G’, pre ktory plati V(G') = V(G) a E(G’) = (g) — E(G).)

Uloha 8. Dokaite, 7e

a) pre kazdy jednoduchy graf o n vrcholoch, e hranych a k komponentoch plati n — k < e <
(n—k+1)(n—k%k)/2a

b) pre vietky [ také, ze n—k <[ < (n—k-+1)(n—k)/2 existuje graf o n komponentoch, [ hranach
a k komponentoch.

Stromy
Definicia 1. Graf G = (V, E) je acyklicky, ak neobsahuje Zziadnu kruZnicu. Strom je Tubovolny stvisly
acyklicky graf.

Veta 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf. Nasledujice turdenia si ekvivalentné:
(i) G je strom.

(#1) Lubovolné dva vrcholy grafu G si spojené prdve jednou cestou.



(7i1) Graf G je suvisly a po odobrani lubovolnej hrany vznikne z grafu G nesuvisly graf. (G je minimdlne
suwisly)

(iv) Graf G je acyklicky a po pridant lubovolnej hrany vznikne kruznica. (G je maximdlne acyklicky)
(v) G je suvisly graf radun € N s n— 1 hranami.

Definicia 2. Nech T'= (V| E) je strom. List je Tubovolny vrchol v € V taky, ze degy(v) = 1.

— Uloha 9. Dokézte, 7e kazdy netrivialny strom ma aspoin dva listy.
— Uloha 10. Dokazte, 7e strom s n vrcholmi ma prave n — 1 hran.
Uloha 11. O strome 7 vieme, 7e mé
e 4 vrcholy stupna 2,
e 2 vrcholy stupna 3,
e 7 vrcholov stupia 4,
e maximalny stupen 4.
Kolko méze mat strom T listov?
Uloha 12. Najdite vietky stromy 7' = (V, E) obsahujtice vrchol v € V taky, ze degy(v) = 0.
Uloha 13. Kolko najmenej a kolko najviac listov méze mat strom na n vrcholoch?
— Uloha 14. Dokéite, Ze kazdy strom T mé aspoin A(T) listov.
Uloha 15. Najdite vietky regularne stromy.

Uloha 16. Dokézte vetu [I]

Uloha 17. Dokézte, ze vrcholy stromu mozno ocislovat vy, vs, ..., v, tak, Ze pre kazdé ¢ > 2 ma
vrchol v; prave jedného suseda v mnozine {vq, vy, ..., v;_1}.

Uloha 18. Je riesenie nasledovnej tlohy spravne?
Zadanie. Dokézte, 7e kazdy n-vrcholovy graf G's 6(G) > 3 obsahuje kruznicu dlzky 4.

Riesenie. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla n. Graf s minimalnym stupiiom vrchola
3 musi mat aspon 4 vrcholy. Ak n = 4, tak G = K, (uplny graf na 4 vrcholov), ktory obsahuje
kruznicu dlzky 4.

Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké n a dokazeme, Ze plati aj pre n+ 1. Vezmime si n-
vrcholvy graf G s minimalnym stupiiom aspon 3. Podla indukéného predpokladu obsahuje kruznicu
dlzky 4. Ak do grafu G pridame novy vrchol stupiia aspoii 3, tak dostaneme (n + 1)-vrcholovy graf
G'. Novy graf G’ ma tiez miniméalny stupenn aspon 3 (lebo sme len pridali hrany) a stale obsahuje
kruznicu dlzky 4. Tvrdenie teda plati aj pre n + 1, &m je dokaz indukciou hotovy.

RieSenia

1. Kazdé dva nesusedné vrcholy maji spolo¢ného suseda.



2. Podobne ako predchadzajuca tloha.

3. Spojnica najdlhsich ciest ich rozdeli kazdu na dva tseky. Zoberte dlhSie z nich. Hranu nemusia
mat spolo¢nu.

4. a) Ano - zoberte si najkratii u-v-sled, ktory nie je cestou a najdite kratsi
b) Ano, je to dosledok a)

¢) Ano, je to dosledok a).

d) Nie — Napr. tah u, z, u.

e) Ano, znovu staci uvazovat najkratsi tah

5. Najdite v fiom kruznicu. Ak ma parnu dlzku, tak vyuzite vo zvysku sledu indukény predpoklad.

6. (n—1)(n —2)/2: ak ma jeden komponent velkost a, tak graf moze mat najviac a(a — 1)/2 +
(n—a)(n—a—1)/2=2a* — 2an + n(n — 1)/2 hran, ¢o nadobtida maximum pre a =1 aa=n — 1.
Dosiahne sa na grafe K, 1+ izolovany vrchol.

7.

11. 18

12. 1-vrhcolovy graf

13. Najmenej 2: cesta. Najviac n — 1: hviezda.

14. Zoberte si vrchol najvicsieho stupna a néjdite listy v podstromoch, ktoré st nan zavesené

15. 1-vrcholovy graf

RieSenie tlohy [ha)

Ukézka dvoch sposobov, ako spisovat dokazy, kde opakujeme nejaky krok. Hlavna myslienka je vy-
znac¢end modrou, spolo¢né pre obe rieSenia.

Matematicka indukcia

Nech u, v st vrcholy grafu G. Uplnou matematickou indukciou podla n dokazeme, za ak v grafe G
existuje u-v-sled dlzky n, tak existuje v fiom aj u-v-cesta. Pre n = 0 tvrdenie zjavne plati (sled (u)
je aj cestou).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vsetky n < k, pre nejaké & > 0. UkdZeme, Ze tvrdenie plati aj

pre n = k. Nech teda P = (u = vy, €1, V1, €2, Vs, . . ., U1, €k, U = V) je u-v sled dlzky k. Ak sa v fiom
neopakuju vrcholy, tak ide o cestu a dokaz je hotovy. Predpokladajme teda, Ze sled P nie je cestou,
teda Ze pre nejaké i < j plati v; = v;. Potom P' = (vg, €1,v1,...,€i,0; = Vj, €41, ..., Vk_1, €k, Vg) j€

u-v-sled dlzky kratsej ako k. Preto podla indukéného predpokladu existuje u-v-cesta v grafe G. Tym
je dokaz indukciou dokonceny

Extremalny princip

Nech wu, v st vrcholy grafu G a nech P = (u = vy, e1,v1,€2,V2,...,0 1,6,V = v) je najkratsi
u-v-sled grafu G (ktory existuje, kedZe aspon jeden u-v-sled v grafe G mame). Predpokladajme teda,



ze sled P nie je cestou, teda Ze pre nejaké ¢ < j plati v; = v;. Potom P' = (vg,e1,v1,...,6;,0; =
Vj, €41, .- ., Vk—1, €k, Uk) je u-v-sled dlzky kratSej ako k. To je v spore s tym, Ze P je najkratsi u-v-sled.
Preto P musi byt cesta.



