CvicCenie 11: Bipartitné a eulerovské grafy

Bipartitné grafy

Uloha 1. Nech n,m > 1 su prirodzené ¢sla. Najdite pocet vietkych jednoduchych bipartitnych
grafov na mnozine vrcholov V' = {uy, ..., u,,v1,...,v,}, ktorych partie st dané mnozinami vrcholov

Vi=A{uy,...,u,}aVo={v,...,0m}

— Uloha 2. Dokazte, 7ze kazdy k-regularny bipartitny graf (k > 1) musi mat parny poéet vrcholov.
Néjdite vhodné zosilnenie tohto tvrdenia.

— Uloha 3. Nech G je stvisly 3-regularny bipartitny graf. Dokazte, Ze ak z neho odstranime I'ubovolny
vrchol, tak ostane suvisly.

— Uloha 4. Nech G je suvisly 3-regularny bipartitny graf. Dokazte, Ze ak z neho odstranime 'ubovolnu
hranu, tak ostane suvisly.

Definicia 1. Suavisly graf G = (V, E) je eulerovsky, ak v fiom existuje uzavrety tah obsahujuci vSetky
hrany (eulerovsky tah).

Veta 1. Nech G = (V, E) je suvisly graf. Graf G je eulerovsky prdve vtedy, ked si stupne vSetkiyjch jeho
vrcholov pdrne.

Veta 2. Nech G = (V, E) je suvisly graf. V grafe G existuje otvoreny tah obsahujici vSetky hrany prdve
vtedy, ked v grafe G existuji prdve dva vrcholy nepdrneho stuptia.

Definicia 2. Suavisly graf je hamiltonoskyj, ak v fiom existuje kruznica prechadzajica cez vSetky vrcholy.

Definicia 3. Hranovy graf L(G) grafu G je graf, ktorého vrcholmi si hrany grafu G a dva vrcholy si
spojené hranou préave vtedy, ked hrany, ktoré s reprezentované vrcholmi L(G), maji spolo¢ny vrchol.

— Uloha 5. Zistite, ¢ st nasledujtce grafy eulerovské:

g

— Uloha 6. Zistite, ¢ v grafoch z predchadzajucej tlohy existuje otvoreny fah obsahujtci vietky hrany.
— Uloha 7. Dokazte vetu .

— Uloha 8. Najdite vietky n > 1 také, ze kompletny graf K,, je eulerovsky.



Uloha 9. Nech M = {1,2,...,17}. Dokaite, Ze existuje postupnost prvkov mnoziny (]\g), v ktorej sa
kazda dvojca navzajom disjunktnych 5-prvkovych podmnozin mnoziny M nachédza préave raz vedla
seba.

Uloha 10. Hypotéza o dvojitom pokryti kruznicami hovori, Ze pre kazdy graf G, ktory neobsahuje
most, existuje multimnozina kruznic K také, ze kazda hrana grafu GG sa nachadza prave v dvoch
kruzniciach z K. Dokazte, Ze tato hypotéza plati pre eulerovské grafy. (Most je takd hrana grafu,
ktorej odstranenim sa zvysi pocet komponentov.)

Uloha 11. Dokéite, alebo vyvratte masledujuce implikacie:
1. Graf GG je eulerovsky = hranovy graf L(G) je eulerovsky.
2. Hranovy graf L(G) je eulerovsky = graf G je eulerovsky.
Uloha 12. Dokéite, Ze bipartitiny hamiltonovsky graf ma obe particie rovnakej velkosti.

Uloha 13. Dokézte, Ze ak G je hamiltonovsky alebo eulerovsky, tak hranovy graf L(G) je hamilto-
novsky.

Uloha 14. Dokaite, 7e kazdy graf s n vrcholmi a minimalnym stupiiom aspoii 2n/3 je hamiltonovsky.

Uloha 15. Mame graf G, ktorého vrcholy st vietky 10-prvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,26}.
Hranami st spojené prave tie vrcholy A, B, pre ktoré st mnoziny A, B disjunktné.

a) Kolko hran ma graf G?7

b) Je graf G eulerovsky?

)
c) Je graf G suvisly?
d) Je graf G bipartitny?

Vase tvrdenia dokézte.

Uloha 16. Dokazte, ze vrcholy kazdého grafu, ktorého minimélny stupetl je aspoii 1, mozno rozdelit
na dve skupiny tak, Ze kazdy vrchol méa suseda v druhej skupine ako je on sam.

Riesenia

2. Spocitame pocet hran a vyjde, Ze jeho particie musia byt rovnako velké.
3.

4.

14. http://www.dcs.fmph.uniba.sk/“rajnik/uktg21/du/du3-riesenie.pdf

16. http://www.dcs.fmph.uniba.sk/“rajnik/uktg21/du/du3-riesenie.pdf

Riesenie tlohy 15

Ozna¢me M = {1,2,...,26}. Drobnym chytakom v tlohe bolo, Ze na overenie toho, ¢i je G eulerovsky,
bolo treba overit suvislost. Preto v rieSeni uvadzame najprv rieSenie ¢) a potom b).


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg21/du/du3-riesenie.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg21/du/du3-riesenie.pdf

Poduloha a)

Graf ma (fg) vrchol. Spocitame teraz stupen vrchola A. K 10-prvkovej mnozine A musime najst
disjunktni mnozinu B. Teda B nesmie obsahovat ziadny z 10 prvkov mnoziny A, teda mame na

vyber len 26 — 10 = 16 prvkov. Stupen A je teda Gg) Pocet hran je polovica stctu stupnov, teda

(i) - (i0)

5
Podiloha c)

RieSenie cez menenie prvkov po jednom. Nech A je 9-prvkova podmnozina M a x,y € M — A.
UkaZzeme, 7e medzi vrcholmi AU{z} a AU{y} je cesta dizky 2. Kedze M — A—{x,y} ma 26—11 = 15
prvkov, tak vieme vybrat 10-prvkova mnozinu B C M — A —{z,y}, ktora je disjunktné ajs AU{x},
aj s AU{y}. Tym sme nasli hladana cestu. Opakovanym vyuzitim tejto cesty sa vieme zostrojit sled
medzi [ubovolnymi dvomi vrcholmi A, B — postupne budeme menit prvky, v ktorych sa A a B lisia,
vymena jedného prvku nam prida do sledu dve hrany. A ak mame A-B-sled, tak mame aj A-B-cestu,
teda graf je suvisly.

Formélne poriadne sa toto rieSenie d&4 podat cez matematickii indukciu. Dokazeme, Ze pre vSetky
n € N plati: ak sa vrcholy A, B liSia v n prvkoch, tak G obsahuje A-B-sled. Pre n = 0 méme A = B
a vyhovuje sled nulovej dizky. Predpokladajme platnost tvrdenia pre n a uvazujme dva vrcholy A,
B, ktoré sa lisia v n + 1 prvkoch — jednu dvojicu rozdielnych prvkov si oznac¢me a € A, b € B. Nech
B' = (B —{b}) U{a} (teda v B vymenime b za a. Mnoziny A a B’ sa li§ia len v n prvkoch, preto
podla IP medzi nimi existuje sled. Tento sled potom doplnime: B’ — C' — B, kde C' je 10-prvkova
podmnozina M — B — {a}, ktora zjavne existuje, nakol'ko vyberame z 15-prvkovej podmnoziny.

RieSenie podl'a poétu spolo¢nych prvkov. Néijdeme cestu medzi lubovolnymi dvomi réznymi
vrcholmi A, B. Hladanie rozdelime podla toho, kolko prvkov spolu obsahuju

e 11 < |AUB| < 16: Vtedy |[M — (AU B)| > 10 a existuje 10-prvkova podmnozina X C
M — (AU B). Mame tak cestu A, X, B.

¢ 17T<|AUB| <19: Vtedy 1 < |[ANB| <3a|M—-(AUB)| > 7. Zostrojime 10-prvkovi
mnozinu X tak, ze prvky B — A doplnime prvkami z M — (AU B). KedZze potrebujeme pridat
najviac 3 prvky a k dispozicii mame asponi 7 prvkov M — (A U B), tak je to mozné. Mnozina
X je disjunktna s A a s B ma spolo¢nych aspon 7 prvkov. Teda | X U B| < 20 — 7 = 13, ¢ize
podla predchadzajuceho bodu mame cestu X, Y, B. Celkovo tak dostavame cestu A, X, Y, B.

e |AU B| =20: Vtedy A, B st disjunktné a st spojené hranou.

V kazdom pripade sme nasli A-B-cestu, dokonca vzdy mala tato cesta dizku najviac tri.

Podiloha b)

Kazdy vrchol méa stupen (}g) = 8008, ¢o je parne cislo. Kedze G je suvisly a vSetky vrcholy mé

parneho stupna, tak je eulerovsky

Podiloha d)

Graf G nie je bipartitny, nakolko obsahuje kruznicu neparnej dlzky, ktorej vrcholy si:



W

. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},

. {11,12,13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20},
. {21,22,23,24,25,26,1,2,3,4},

. {5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14},

. {15,16,17,18,19, 20,21, 22, 23, 24}.



