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Uloha 1

Nech n je je kladné celé ¢islo. Na zaciatku mame jednu kopku s n zetéonmi. V jednom kroku si
vyberieme Iubovolni kopku s aspon 2 Zetonmi a rozdelime ju na dve neprazdne kopky, jednu
s a zetonmi a druhi s b zeténmi. Za takyto krok ziskame a 4+ b bodov. Tento krok opakujeme
do vtedy, dokym vSetky kdpky neobsahuju len jeden Zeton. Dokézte, Ze bez ohladu na to, aké
kroky sme vykonévali, za cely tento proces ziskame aspon 3n — 4 bodov.

Priklad. Na zaciatku mame kopku so 10 zeténmi. V prvom kroku ju rozdelime napriklad na
dve kopky s 3 a 7 Zeténmi, za ¢o ziskame 3 + 7 = 10 bodov. V druhom kroku si vyberieme
napriklad kopku so 7 zeténmi a rozdelime ju na 2 a 5 Zeténov, ¢im ziskame 2 4+ 5 = 7 bodov.

Tvrdenie dokadZzeme tplnou matematickou indukciou. Pre jednoduchost budeme miesto ,kopka s n
zetonmi® pisat len , kopka n®.

Baza.

e Pre n = 1 nemdzeme robit ziadne tahy, teda ziskame 0 bodov a plati 0 > —1.
e Pre n = 2 musime kopku 2 rozdelit na kopky 1 a 1, ¢im ziskame 2 body a 2 > 2.

e Pre n = 3 musime kopku 3 rozdelit na 1 a 2, ¢im ziskame 3 body. Potom nam ostava len rozdelit
2nalal, ¢onam da 2 body. Spolu teda mame 3 +2 =5 > 5 bodov.

Indukény krok. Uvazujme teraz n > 4.

Predpokladajme, ze pre vSetky celé k, 1 < k < n plati, Ze z kopky k Zeténov dostaneme aspon 3k — 4
bodov (IP).

Kopku s n zetonmi rozdelime na kopky velkosti a, b, pricom a +b=n a 1 < a,b < n. Za tento krok
dostaneme a+ b = n bodov. Z indukéného predpokladu vieme, Ze z kopky a dostaneme aspon 3a — 4
bodov a z kopky b dostaneme aspon 3b — 4 bodov. Spolu tak dostaneme aspon

n+Ba—4)+Bb—4)=n+3(a+b) —8=n+3n—8=4n—8 bodov.

Kedze n > 4, tak 4n — 8 > 3n — 4, teda nas ziskany pocet bodov je aspon 3n — 4, ¢o sme chceli
dokazat.

Komentar. Casté chyby alebo nezrovnalosti v rieseniach boli:

e Neoverenie pripadu n = 1. Hoci sa to nemusi zdat, pre n = 1 je tloha korektne definovana.
Mame kopku s 1 Zetéonom. Hrame do vtedy, dokym neméme len jednozetéonové kopky — to
znamenam, Ze robime 0 tahov. Ziskame teda v kazdom pripade 0 bodov. Mame dokazat, ze
0 > —1, ¢o plati.

e Definovanie hodnoty S(n) ako pocet bodov pre kopku s n zeténmi. Pocet ziskanych bodov
nezavisi len od n, ale aj od tahov, ktoré robime. Napr. pre n = 4 vieme ziskat aj 8, aj 9 bodov.



e Dokazovanie pre n = k + 1 (alebo pre n + 1). Toto nie je chyba. Chceme len poukézat na to,
7e pri tejto ulohe nam ,,+1“ v dokaze nijako nepomoze a skor nam bude len zavadzat. Okrem
toho v8ak moze sposobit chybu z nasledovného bodu.

e Zabudnutie overenie pripadu n = 3. Vacsina rieSeni s touto chybou dokazovala v indukénom
kroku tvrdenie pre n + 1. Ak takyto indukény krok plati pre n > 3, tak to znamena, ze v iom
méame dokazané (ak plati indukény predpoklad) tvrdenie pre 4,5,6,..., lebo ak n > 3, tak
n + 1 > 4. Dokaz pre n = 3 potrebujeme spravit zvlast v béze.

Iné rieSenie

Uvedieme este rieSenie bez matematickej indukcie, na ktoré prisiel Pavlii Maksym.

Na zaciatku procesu mame 1 kopku. Jednym krokom zvacsime pocet kopok o 1. Na konci dostaneme n
kopok. Preto za cely proces musime vykonat n—1 krokov. Za rozdelenie kopky s k zetonmi dostaneme
k bodov. V prvom kroku teda ziskame n bodov. V kazdom dalSom z n — 2 krokov delime kopku s
aspont dvomi Zetéonmi, teda ziskame aspon 2 body. Celkovo tak ziskame aspon

n+(n—2)-2=3n-4

bodov, ako sme mali dokazat.

Uloha 2

N4jdite najmensie také ¢islo k pre ktoré plati, Zze v kazdej k-prvkovej podmnozine mnoziny
{1,2,...,100} sa nachédzaju tri ¢sla, ktoré maja spoloénu cifru (spoloéné cifra musi byt
rovnaka pre vSetky tri, ale moze v nich byt na réznych poziciach, napr. ¢isla 12, 31 a 17 maja
spolo¢nu cifru 1, ale ¢isla 42, 47 a 27 nemaja spolo¢nu cifru). Vase tvrdenie dokazte.

Ukazeme, 7e najmensie hladané ¢islo je 19.

Dolny odhad . Ak vyberieme 18-prvkovii podmnozinu
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,22,33,44, 55,66, 77,88,99},

tak Tahko overime, Ze v nej nie su tri ¢isla s rovnakou cifrou. Preto musime vybrat aspon 19 ¢isel.

Horny odhad Nech M je Iubovolna 19-prvkova podmnozina mnoziny {1,2,...,100}. Mnozinu M
rozlozime na mnoziny M; pre i € {1,2,...,i} tak, Zze mnozina M; bude obsahovat préave tie ¢isla z
M, ktoré sa zac¢inaju cifrou i. KedZe sa ziadne z ¢isel nezacina nulou, tak ide o rozklad mnoziny M.
Nakolko 19/9 > 2, tak z frekven¢nej formy Dirichletovho principu vyplyva, Ze niektoré mnozina M;
obsahuje aspon tri ¢isla, a tie maji spolo¢nu cifru, dokonca prvi cifru.



Uloha 3

Okolo okruhleho stola je usadenych n komikov, ktori st v smere hodinovych ruciciek ocislovani
0,1,2,...,n — 1. Teda komici 0 a n — 1 sedia vedla seba. Komici si postupne rozpravaju
vtipy. Za postup rozpravania vtipov povazujeme postupnost komikov, teda ¢isel z mnoziny
{0,1,2,...,n — 1}. Kolkymi sposobmi mozu rozpravat vtipy, ak

a) (0,2 b) celkovo odzneji prave 3 vtipy (teda chceme postupnosti dlzky 3);

b) (0,6 b) celkovo odznie préave 5 vtipov, pricom komici sediaci vedla seba nesmua povedat
vtip bezprostredne za sebou (napr. postupnost (1, 3, 5,2, 5) vyhovuje tymto podmienkam,
ale postupnost (1,2,4, 6, 3) nevyhovuje);

¢) (0,7 b) n =6, celkom odznie prave 7 vtipov a kazdy komik povie asponi jeden vtip.

Vase vysledky formalne dokazte.

Nech M ={0,1,2,...,n—1}. S¢itavanie a od¢itavanie prvkov z M budeme robit ako v grupe (Z,,, +).
Postupnost dlzku £ budeme pokladat za usporiadani k-ticu.

a) Ide o postupnosti z mnoziny M x M x M, ktorej mohutnost je podla pravidla su¢inu |M|-|M]| -
|M| = n3.

b) Pren =0 je M = (), takZe neexistuje Ziadna pética. Pre n = 1 je jedinou péticou (0, 0,0,0,0),
ktora vyhovuje. Pre n = 2 nemdzu byt vedla seba 0 a 1, preto jediné pétice sa (0,0,0,0,0) a
(1,1,1,1,1). Pre n > 3 Hladame pocet takych postupnosti (a,b,c,d,e) € M5, ze:

e a € M, pricom |M| = 5;

e beM—{a—1,a+ 1}, vidy n — 2 moznosti na vyber (kedze n > 3, tak a — 1 # a + 1);
e ce M —{b—1,b+ 1}, vzdy n — 2 moznosti na vyber;

e de M —{c—1,c+ 1}, vidy n — 2 moZnosti na vyber;

e cc M—{d—1,d+1}, vidy n — 2 moznosti na vyber.

Preto podla zovSeobecného pravilda stcinu takychto 5-tic je n - (n — 2)%.

Poznamka Riesenie tlohy pre pripad n < 2 sme nakoniec nevyzadovali, ale pokial ste tieto pripady
pokryli, tak sme ich ohodnotili 0,2 bodmi.

c) Spoloé¢na €ast V tejto tlohe M = {0,1,2,3,4,5}. Hladame pocet prvkov mnoziny A obsahu-
jucej vsetky usporiadané sedmice prvkov z M, ktoré obsahuja kazdy prvok z M aspon raz. V kazdej
takejto sedmici sa nachadza jeden prvok dvakrat a zvysné len raz.

c) Riesenie rozdelenim na permutacie s opakovanim. Rozdelime si mnozinu A na mnoziny
A; pre i € M tak, ze mnozina A; obsahuje prave tie sedmice z mnoziny A, ktoré obsahuju dva vyskyty
prvku ¢. To znamena, Ze kazdéa sedmica z A; v nejakom poradi obsahuje prvky 0,1,2,3,4,5,:. Je to



teda mnozina permutécii s opakovanim obsahujtca 2-krat prvok i a zo zvysnych prvkov z M — {i}
po jedenkrat. Podla vety o permutéacidch s opakovanim tak plati

7!

Pouzitim pravidla suctu tak dostavame

7!
‘A’:|A0UA1U"'UA5|:‘A0|+‘A1|+“"|"A5’:6‘§'

c) RieSenie s pravidlom delenia Najprv uvedieme toto rieSenie neformélne. Najprv zvolime po-
radie, v ktorom kazdy komik povie jeden vtip: 6! moznosti. Potom si zvolime komika, ktory zopakuje
vtip: 6 moznosti; a pridame ho do nasho poradie, na ¢o mame 7 moznych miest. Na tieto volby mame
6! -6 - 7 moznosti. AvSak kazdu sedmicu zapocitame dvakrat — Preto este predelime dvomi.

Nech B je mnozina usporiadanych trojic ((bg, by, ba, b3, by, b5), a, 1), kde
o (bg,b1,bo,b3,by,b5) je permutacia mnoziny M: 6! moznosti;
e a € M: 6 moznosti;
o ic{0,1,2,3,4,5,6).

Podl'a zovseobecneného pravidla suéinu |[B| =6!-6-7=6-T7!.

Nech f: B — A je zobrazenie, ktoré trojici ((bg, b1, ba, b3, ba, bs), a, i) priradi usporiadant sedmicu,
ktora vznikne vlozenim prvku a pred prvok by, resp. za prvok bs pre ¢ = 6. To, Ze ide o zobrazenie
do mnoziny A je zjavné. Teraz urcime, kolko prvkov mnoziny B sa zobrazi na nejaky fixny prvok
(ag, ay,as, as, aq, as, ag) € A:

e Sedmica (ao, ai, as, as, as, as, ag) obsahuje prave jeden prvok dvakrat, nech to st a, = a,. Preto
a musi byt rovné tomuto prvku. Je teda urcené jednoznacne

e  moze byt x alebo y, na ¢o mame 2 moznosti.

o (bg,by,bo,bs,by,b5) musi byt 6-tica, ktora dostaneme po vynechani a;, teda je jednoznacne
urcena.

Dostavame, ze kazdy prvok z A méa dva vzory. Preto podla pravidla delenia

IB| 67
A=5 =5

c) RieSenie podla pozicie zopakovania komika Mnozinu A si rozloZzime na mnoziny A; pre
i{1,2,3,4,5,6} tak, ze A; obsahuje vSetky sedmice z A, v ktorych sa na pozicii i zopakuje ¢islo
(¢islujeme od 0). Toto opakovanie je jediné, ¢ize ide naozaj o rozklad. Mnozina A; obsahuje také
usporiadané sedmice (ao, ai, as, ag, ay, as, ag), ze

o Ak j <i, tak a; € M —{ay,...,aj_1}, na ¢o mame 6 — j moznosti
e a; € {ag,...,a; 1}

o Akj > i, taka; € M—{ao,...,a;_1}, Coje mnozinas velkostou 6—(j—1), kedze |{ao, ...,a;_1}| =
J — 1, lebo medzi j prvkami ay,...,a;_ sa jeden opakuje dvakrat.

Preto podla zovSeobecneného pravidla sacinu dostavame:



Ay =6-1-5-4-3-2-1=1-6],

| Ay =6-5-2-4-3-2.1=2.6],

|A3]=6-5-4-3-3-2-1=3-6],

|Ay =6-5-4-3-4-2.1=4-6l,

|As| =6-5-4-3-2-5-1=5-6,
o |[As|=6-5-4-3-2-1-5=6-6
Vyuzitim pravidla st¢tu a vzorca pre sucet prvych n prirodzenych ¢isel dostdvame

7.6
|A|:|A1u---uA6|:|A1|+---+|A6|:(1+2+3+4+5+6)-6!:T-6!.

c) RieSenie cez zovSeobecnené pravidlo stéinu. Nech A je mnozina usporiadanych trojic
((l, {27]}7 (b07 b17 b2a b37 b4)) takYCh, 7e

e a € M: 6 moznosti (vyberame komika, ktory povie vtip dvakrat);

o {i,j} € ({0’1’2’;”4’5’6}): (;) moznosti (vyberame pozicie, na ktorych sa bude tento komik naché-
dzat);

e (b, b1, b2,b3,b4) je permutécia prvkov mnoziny M — {a}: |M — {a}|! = 5! moznosti podla vety
0 pocte permutacii (vyberame poradie zvysnych piatich komikov).

Podl'a zovieobecného pravidla siéinu |A| =6 - (1) - 5.

Hladame pocet prvkov mnoziny B obsahujucej vSetky usporiadané 7-mice prvkov z M, ktoré obsa-
huju kazdy prvok z M aspon raz. Definujme zobrazenie f: A — B, ktoré zobrazi trojicu
(a,{7,7}, (bo, b1, b2, b3, by)) na 7-icu (c1, ca, 3, ¢4, C5, Co, ¢7) taki, ze ¢; = ¢; = a a podpostupnost



