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Úloha 1. (2,5 boda) Nech n je je kladné celé číslo. Na začiatku máme jednu kôpku s n žetónmi.
V jednom kroku si vyberieme ľubovoľnú kôpku s aspoň 2 žetónmi a rozdelíme ju na dve neprázdne
kôpky, jednu s a žetónmi a druhú s b žetónmi. Za takýto krok získame a + b bodov. Tento krok
opakujeme do vtedy, dokým všetky kôpky neobsahujú len jeden žetón. Dokážte, že bez ohľadu na
to, aké kroky sme vykonávali, za celý tento proces získame aspoň 3n− 4 bodov.

Príklad. Na začiatku máme kôpku so 10 žetónmi. V prvom kroku ju rozdelíme napríklad na dve
kôpky s 3 a 7 žetónmi, za čo získame 3 + 7 = 10 bodov. V druhom kroku si vyberieme napríklad
kôpku so 7 žetónmi a rozdelíme ju na 2 a 5 žetónov, čím získame 2 + 5 = 7 bodov.

Úloha 2. (2,5 boda) Nájdite najmenšie také číslo k pre ktoré platí, že v každej k-prvkovej podmnožine
množiny {1, 2, . . . , 100} sa nachádzajú tri čísla, ktoré majú spoločnú cifru (spoločná cifra musí byť
rovnaká pre všetky tri, ale môže v nich byť na rôznych pozíciách, napr. čísla 12, 31 a 17 majú spoločnú
cifru 1, ale čísla 42, 47 a 27 nemajú spoločnú cifru). Vaše tvrdenie dokážte.

Úloha 3. (1,5 boda) Okolo okrúhleho stola je usadených n komikov, ktorí sú v smere hodinových
ručičiek očíslovaní 0, 1, 2, . . . , n − 1. Teda komici 0 a n − 1 sedia vedľa seba. Komici si postupne
rozprávajú vtipy. Za postup rozprávania vtipov považujeme postupnosť komikov, teda čísel z množiny
{0, 1, 2, . . . , n− 1}. Koľkými spôsobmi môžu rozprávať vtipy, ak

a) (0,2 b) vtip povedia práve 3 komici celkovo odznejú 3 vtipy (teda chceme postupnosti dĺžky 3);

b) (0,6 b) vtip povie práve 5 komikov celkovo odznie práve 5 vtipov, pričom komici sediaci vedľa
seba nesmú povedať vtip bezprostredne za sebou (napr. postupnosť (1, 3, 5, 2, 5) vyhovuje týmto
podmienkam, ale postupnosť (1, 2, 4, 6, 3) nevyhovuje);

c) (0,7 b) n = 6, celkom odznie práve 7 vtipov a každý komik povie aspoň jeden vtip.

Vaše výsledky formálne dokážte.


