4. sada domacich 1loh
Termin: nedela 24. 5. 2026 23:59

(2 body) Dokéazte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati, Ze kazdy graf s 2n vrcholmi bez kruznice
dlzky 3 ma pocet hran mensi alebo rovny n?.

Tvrdenie dokédzeme matematickou indukciou podla n. Pre n = 1 graf s 2n = 2 vrcholmi moéze
obsahovat najviac 1 hranu, teda najviac n? hran.

Predpokladajme, Ze Tubovolny graf s 2n vrcholmi bez trojuholnika mé najviac n? hran. Uvazujme
teraz graf s 2n + 2 vrcholmi. Ak nemé ziadnu hranu, tak sme hotovi. Inak uvazujme jeho hranu wv.
Nech G’ je graf, ktory vznikne z grafu G po odstraneni vrcholov u, v. Kedze G’ méa 2n vrcholov, tak
z indukéného predpokladu ma najviac n? hran. Vrcholy v a v nemo6zu mat spolo¢ného suseda — to
by vytvorilo trojuholnik. Preto maji spolu najviac 2n susedov. Graf G m4 teda najviac n? hran v
grafe G’, najviac 2n hran medzi u, v a grafom G’ a potom hranu uv. To je celom najviac

n*+2n+1=(n+1)>

hrén, ¢o sme chceli dokézat.



