Ulohy k cviceniu &. 3

Veta 1 (Pravidlo mocnenia). Nech A, B si lubovolné koneéné mnoziny, |A| = k, |B| = n. Potom
1B = B4 =

V kombinatorike v#gsinou pracujeme s konvenciou 0° = 1 — pravidlo mocnenia tak dava zmysel aj
pre n = m = 0, ¢o stihlasf so skuto¢nostou, Ze existuje jediné zobrazenie medzi dvoma prazdnymi
mnozinami.

Definicia 1 (Varidcie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je konetnd mnozina takd, ze |B| = n.
Varidciou s opakovanim k-tej triedy z n prokov mnoZiny B nazveme lubovolné zobrazenie f: A — B,
¢ize prvok mnoziny BA.

Veta 2. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Poéet
k

varidcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je n”.
Definicia 2 (Varidcie bez opakovania). Nech A = {1,...,k} a B je kone¢nd mnozina takd, ze |B| = n.
Varidciou bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme Iubovolné injektivne zobrazenie
fiA— B.

Veta 3. Nech B je lubovolnd koneénd mnoZina takd, e |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Poédet
varidcii bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je

k—1

nfi=n-(n-1)-...-(n—k+1)=[[(n—1).

7=0

Uloha 1. Pod grifiom je 10 salasov a na kazdom maji 50 (rozliSitelnych) oviec. Medved chce
na kazdom salagi zjest prave jednu ovcu. Kolkymi spdsobmi tak méze urobit (na poradi nivstev
jednotlivych salasov nezdlez).

Uloha 2. Pod griiiom je n salaSov a na kazdom maji m (rozligitelnych) oviec. Medved' chce
na kazdom salasi zjesf prave jednu ovcu. Kolkymi spdsobmi tak moze urobit (na poradi ndvstev
jednotlivych salasov nezdlezi).

Uloha 3. Nech n € N. Kolko existuje vSetkych m-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}?

Uloha 4. Nech n € N,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré zaéinaji pismenom a alebo b?

Uloha 5. Nech n € N,n > 3. Kolko existuje vSetkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré sa konéia trojicou rovnakych pismen?

Uloha 6. Nech n € N, n > 1. Kolko existuje vSetkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré obsahujui préve jeden vyskyt pismena c?

Uloha 7. Nech n € N,n > 1. Néjdite pocet vsetkych n-cifernych ¢isel.

Uloha 8. Nech n € N,n > 1. Néjdite pocet vSetkych parnych n-cifernych ¢isel.

Uloha 9. Nech n € N,n > 1. Najdite pocet vietkych n-cifernych éisel delitelnych ¢islom 4.
Uloha 10. Nech n € N,n > 1. Néjdite pocet vietkych n-cifernych éisel delitelnych &slom 5.

Uloha 11. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vSetkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X7

Uloha 12. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnost! prvkov z mnoziny
X, ktoré majua vSetky prvky rozne?



Uloha 13. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré zacinaju parnym cislom?

Uloha 14. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré zac¢inaji neparnym cislom?

Uloha 15. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoZiny
X, ktoré maju vSetky prvky rozne a sucasne zac¢inaji parnym c¢islom?

Uloha 16. V Sportke sa tahd 7 éfsel zo 49. Kolko existuje roznych tahov, ak zdlezi na poradi
vytiahnutych ¢isel?

Uloha 17. Méme n > 7 knih, ale len 7 volnych miest na policke. Kolko mdme moznosti na
uloZenie knih na préazdne miesta?

Uloha 18. Kolko prvkov obsahuje mnozina X taka, ze pocet variacii bez opakovania druhej triedy
z prvkov X je 2407

Uloha 19. Mdme mnozinu, ktord ma z prvkov. Ak sa pocet jej prvkov zvacsi o 2, tak pocet
variacii bez opakovania tretej triedy z jej prvkov sa zvacsi o 384. Najdite x.

Definicia 3 (Permutédcie bez opakovania). Nech A = {1,...,n} a B je konetnd mnozina takd, ze
|B| = n. Permutdciou mnoZiny B nazveme Tubovolné bijektivne zobrazenie f: A — B, &iZe variaciu
bez opakovania n-tej triedy z n-prvkov mnoziny B.

Veta 4. Nech B je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Pocet permutdcii mnoziny B je

n! ::nﬂ::n-(nfl)m.ul:H(nfk).

Uloha 20. Kolkymi spdsobmi mozno ofarbit poli¢ka §tvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby v kazdom riadku aj stlpci bolo prave jedno éierne policko?

Uloha 21. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 100-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré maju vsetky prvky rozne a sucasne zac¢inaji parnym ¢islom?

Nech A je konetnd mnozina. Zjavne existuje bijekcia medzi podmnozinami mnoziny A a zobrazeniami
f: A — {0,1}: ku kazdej podmnozine B C A totiz mdzeme definovat jej charakteristické zobrazenie
xB: A — {0,1} ako

1 akzeB

xB(z) = { 0 inak pre vietky x € A
a naopak, ku kazdému zobrazeniu f: A — {0,1} vieme definovat jeho nosi¢ ako mnozinu

supp(f) = {z € A | f(a) # 0}.

Lahko vidiet, Ze obe priradenia B + xp a f + supp(f) st injektivne (v skutoénosti ide dokonca
o navzajom inverzné bijekcie). Podmnozin koneénej mnoziny A je teda presne tolko, o prvkov mnoziny
{0, 1}A. Z pravidla mocnenia potom dostdvame:

Désledok 1. Nech A je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |A| = n. Potom

|2(4)] = {0, 1} = 2" = 2.

7 tohto dévodu sa potencnd mnozina P (A) Gasto zvykne oznacovat aj ako 2.

Uloha 22. Kolkymi sposobmi moze vlcia svorka zjest blizsie neuréeny pocet z celkového poétu
100 (rozlisitelnych) oviec?



Veta 5 (Pravidlo rozdielu). Nech A,U st lubovolné koneéné mnoziny také, fe A C U. Potom

U\ Al = U] - Al

Uloha 23. Nech n € N,n > 3. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z
pismen {a,b, ¢, d}, ktoré sa nekonéia trojicou rovnakych pismen?

Uloha 24. Nech n € N,n > 1. Kolko existuje vsetkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z
pismen {a,b, c,d}, ktoré neobsahuji préve jeden vyskyt pismena c?

Uloha 25. Nech n € N,n > 1. N4jdite pocet vietkych n-cifernych &isel, ktoré nie si delitené
¢islom 4.

Uloha 26. Nech n € N,n
¢islom 5.

Y

1. Najdite poéet vetkych n-cifernych éisel, ktoré nie si delitelné

Uloha 27. Nech n € N,n > 1. Najdite pocet vsetkych n-cifernych ¢isel, ktoré obsahuju aspon
jednu z cifier {1,3,7}.

Veta 6 (Zovseobecnené pravidlo stéinu, formélna verzia). Nech X je koneénd mnoZina. Nech A C X k
k > 2, je podmnozina kartezidnskeho sicinu X*, ktorej proky oznacime (z1,22,...,2K) a ktord splia
podmienky:

(1) prvok x1 je mozné z mnoZiny X vybraf n1 sposobmi;

(2) pre kazdé i € {1,...,k — 1}, po akomkolvek vijbere usporiadanej i-tice (x1,T2,...,x;) je moiné

prvok x;+1 vybrat vidy nii1 spésobmi.

Potom |A|=n1-ng----- n.

Ak by sme chceli vetu 6 formulovat tplne formalne, tak si vieme definovat

Axla“'ax' = (a17a27"'7a‘k) € A7 a1 = T1,...,0; = Zti},

i

teda definujeme mnozinu tych usporiadanych k-tich z mnoziny A, ktorych prvych i prvkov je z1, ..., x;.
Veta by sa potom dala preformulovat aj nasledovne:

Veta 7 (Zovseobecnené pravidlo siéinu). Nech X je koneénd mnoZina. Nech A C Xk k> 2, je
podmnozina kartezidnskeho sicinu X*, ktord spliia podmienky:

(1) existuje prdve n1 prvkov x € X, pre ktoré A, # 0;

(2) pre kazdéi € {1,...,k—1}, a kaZdi usporiadani i-ticu (x1, T2, ..., 2;) € X' existuje prave nii1
prvkov zi41 € X, pre ktoré Am17~<~71i+1 #0.

Potom |A|=n1-ng----- nk.

Uloha 28. Kolko existuje trojcifernych ¢isel v 4-kovej sustave, ktoré sa skladaju z réznych cifier?

Uloha 29. Kolko existuje neparnych 5-cifernych ¢isel (v 10-kovej sistave), ktoré sa skladaji z
roznych cifier?



Riesenia

Riesenia tloh st celkom provizdérne. Je mozné, ze obsahuju nejaké chyby, preklepy. Budem rad,
pokial’ mi kaZdi nezrovnalost nahldsite mailom na rajnik zavinac decs.fmph.uniba.sk.
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10.9-10""2-2 (n > 2)

25.9-10"1 —9.10"3 .25 (pre n > 3)

11. 1002°
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