Ulohy k cviceniu ¢. 5

Nasledujice identity je zvdésa mozné dokazaf dvoma principidlne odlisnymi spdsobmi: algebraickou
manipuldciou alebo kombinatorickou interpretdciou. Hoci nemusi byt na skodu vyriesif niekolko tloh
aj algebraicky, cielom je predovietkym precvicenie kombinatorickijch dékazov. Takyto kombinatoricky
dokaz spoéiva v identifikdcii vhodnych tried kombinatorickych konfiguracii, ktorych poéet je dany lavou
a pravou stranou identity a v ndslednom pozorovani, ze medzi tymito triedami existuje bijekcia. Preto
sa Casto hovori aj o bijektivnych dokazoch.

Uloha 1. Dokazte, ze pre vSetky n, k € N plati
1

n n n _(n + .

k E+1 k+1
Uloha 2. Dokéite, 7ze pre vietky n € N\ {0} plati

2(2n - 1) _ <2n)
n n
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Uloha 4. Dokazte, ze pre vSetky n, k € N plati
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Uloha 7. Dokazte, ze pre vsetky n,r, s, t € N plati
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Uloha 9. Dokézte, ze pre vietky n € N plat{

Uloha 10. Dokézte Vandermondovu identitu: pre vsetky n,m,r € N plati
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Uloha 11. Dokazte, ze pre vsetky n, k € N plati
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Uloha 12. Dokéite, ze pre vietky n € N plat
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Uloha 13. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati
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Uloha 14. Dokazte, ze pre vsetky n, k € N plati

> ()= (1)

=k

Uloha 15. Dokézte, ze pre vietky n € N plat{
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kde F,41 je (n + 1)-vé Fibonacciho ¢islo.

Napovedy k rieseniam

1. Pocet sposobov, ako vybrat k-prvkovi podmnozinu n-prvkovej mnoziny pricom jeden prvok je
Specidlny.

2.

3. Z n + 1 é&isel losujeme k nerozlisitelnych a jedno dodatkové.



4. 7 n &sel losujeme k nerozliSitelnych a jedno dodatkové.

5. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, ¢} obsahujicich prdva m pismen a a prive k pismen
b.

6. Mame po n prvkov na 3 kopkach, chceme vyberaf z nich n. Rozdelime na pripady podla toho,
po kolko prvkov vyberame z troch képok: 3+0+0,2+1+0, 1+ 1+ 1.

7. Pocet slov diiky n z pismen {a,b, ¢, d} takych, ze pocet a a b je s, pocet b a ¢ je r, pocet b je t.

8. Pocet podmnozin (ne)pdrnej velkosti. Kazda takd podmnozina je jednoznaéne uréend n — 1
miestami charakteristického vektora.

9. Z 2n prvkov vyberdme podmnozinu n prvkov: vyberieme k z prvych n a z druhych n prvkov
vyberieme k, ¢o tam nie su.

10. Z n + m prvkov vyberame r prvkov. Rozdelime na pripady, kedy vyberame k z m a zvysnych
r — k z m prvkov.

11. Pocet n-pismenovych slov z {a, b, c} obsahujicich presne k pismen a.
12. Pocet sposobov, ako vylosovat z n &isel nejaky pocet a jedno dodatkové &islo.
13. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, c}.

14. Pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin (n + 1)-prvkovej mnoziny. Rozdelime na pripady podla
najvacsieho prvku.

15. Pocet postupnosti zlozenych z ¢isel {1,2}, ktorych sicet je n.



