Ulohy k cviceniu &. 6

Definicia 1 (Kombindcie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je konetnd mnozina takd, ze
|B| = n. Na mnozine B* vsetkych varidcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoziny B definujme
reldciu ekvivalencie R taku, ze pre f,g € B plati fRg prave vtedy, ked pre vietky = € B plati
|f'({z})| = |g7'({=})| - teda ak sa na kazdy prvok mnoziny B pri oboch zobrazeniach zobrazi
rovnako vela prvkov mnoziny A. Kombindciou s opakovanim k-tej triedy z n prokov mnoZiny B nazveme
lubovolnd triedu ekvivalencie reldcie R.

Varidcie s opakovanim mozno chapat aj ako postupnosti prvkov mnoziny B, ktoré sa moézu Iubovolne
opakovat. Na kombindcie s opakovanim sa mozno divat ako na varicie s opakovanim, pri ktorych nds
nezaujima poradie jednotlivych prvkov. To formalizujeme pomocou stotoznenia tych varidcii s opako-
vanim, ktoré sa lisia iba v poradi prvkov — ¢ize tych, ktoré (chdpané ako postupnosti) obsahuji rovnaké
pocty jednotlivych prvkov mnoziny B.

V rovnakom duchu by bolo mozné definovat aj kombinécie bez opakovania ako triedy ekvivalencie
reldcie R zizenej na varidcie bez opakovania (¢ize na injektivne zobrazenia z BA). Citatel by iste lahko
dokézal, ze takato definicia je ekvivalentnd nasej definicii cez podmnoziny. Kombindcie s opakovanim
by naopak zjavne bolo mozné definovat analogicky ku kombindcidm bez opakovania ako multimnoziny
prvkov z B (kde multimnoZina je mnoZina spolo¢ne s multiplicitami jednotlivych jej prvkov). Lahko
vidiet, Ze triedy ekvivalencie reldcie R z definicie [1|sii iba jednou z moznosti ako formélne zadefinovat
multimnozinu.

Veta 1. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet
kombindcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je ("H,z*l).

Uloha 1. Kombinatoricky interpretujte vetu

Uloha 2. Na salasi chovaji ovce z deviatich plemien (nekoneéne vela ovei z kazdého plemena).
Ovce rovnakého plemena si navzéjom neodlfsitelné. Kolko roznych jeddlnickov m4 k dispozicii
medved, ktory chce zjest presne pit ovei?

Uloha 3. Kolko roznych jedalnickov mé k dispozicii medved z predchddzajicej tilohy v pripade,
7e sa rozhodol drzat diétu a zjest najviac Styri ovce?

Uloha 4. Uvazujme rovnicu
r1t+ax+...+x, =k,

kde n, k € N. N4jdite pocet rieseni tejto rovnice v prirodzenych ¢islach a v nenulovych prirodzenych
cislach.

Uloha 5. UvaZzujme nerovnost
1+ a0+ ... +x, <k,

kde n,k € N. N§jdite pocet rieseni tejto nerovnosti v prirodzenych ¢islach a v nenulovych priro-
dzenych ¢islach.

Definicia 2 (Permutéicie s opakovanim). Nech A = {1,...,n} a B je konetnd mnozina takd, ze
|Bl| =n. Nech k € Na B= By UB;U...U B je rozklad mnoziny B na k disjunktnych podmnozin,
pricom |B1| = n1,|Bz2| = na,...,|Bk| = nk. Definujme na mnozine vSetkych bijekcii z A do B reldciu

ekvivalencie R taki, Ze pre dvojicu bijekcii f,g: A — B plati fRg prave vtedy, ked pre vietky i € A
existuje index j € {1,...,k} tak, ze f(i) aj g(¢) patria do B; — teda ak sa vSetky prvky A zobrazia
pri oboch zobrazeniach na prvok rovnakej triedy rozkladu mnoziny B. Permutdciou s opakovanim z ni
prvkov prvého druhu, no prvkov druhého druhu, ..., ng prvkov k-teho druhu nazveme Iubovolni triedu
ekvivalencie relacie R.

Veta 2. Nechn €N a k € N si lubovolné a nech ni,...,ni € N su také, Ze n1 + ...+ ni = n. Pocet
permutdcii s opakovanim z ni prvkov prvého druhu, ne prvkov druhého druhu, ..., ng prvkov k-teho
druhu je

n . n!
ny,nN2,...,Ng n1'n2'nk'



Uloha 6. Kolko presmy¢ick je mozné vytvorit zo slova ANTANANARIVO?

Uloha 7. Na Sachovnici sto ji vetkych 32 standardnych figiirok. Kol'ko moznych rozostaveni mozno
ziskaf po vymene pozicii nejakého poéctu figiirok? (Vo vysledom rozostaveni je teda rovnakd sada
figirok a obsadenych je rovnakych 32 policok.)

Vysledky

4. v N: ("'H;_l), v NT: (]l::i)

5.v N: ("Zk), v NT: (7)
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