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Zakladné pojmy
Uloha 1. Nech n > 1 je prirodzené ¢&islo. Najdite pocet vSetkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V = {1,...,n}.

Uloha 2. Nech n,k > 1 st prirodzené c¢isla. Néjdite pocet vsetkych jednoduchych grafov na
mnozine vrcholov V = {1,...,n}, ktoré maji prave k hran.

Uloha 3. Nech n,s > 1 st prirodzené ¢isla. Ndjdite pocet vSetkych grafov na V = {1,...,n}
takych, Ze medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi moéZe viest najviac s paralelnych hran.

Uloha 4. Dokazte, ze v kazdom jednoduchom grafe, ktory ma aspon dva vrcholy, existuju aspon
dva vrcholy s rovnakym stupniom.

Definicia 1. Nech G = (V, E) je graf a k € N. Graf G je k-reguldrny, ak pre vsetky v € V plati
deg(v) = k. Graf G je reguldrny, ak je k-reguldrny pre nejaké k.
Uloha 5. N4jdite vietky dvojice (n, k) € N? také, ze existuje asponi jeden k-regularny jednoduchy
graf radu n.

Uloha 6. Njdite vietky navzdjom neizomorfné 3-regulérne grafy radu 6.

Cestovanie po grafe — sledy, fahy, cesty a kruznice

Uloha 7. Dokézte, ze lubovolné dve najdlhsie cesty v stivislom grafe maji spoloény vrchol. Maji
aj spoloctnd hranu?

Uloha 8. Nech G = (V, E) je Tubovolny graf. Dokazte alebo vyvratte:

a) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj cesta zacinajica v u a
kon¢iaca vo v.

b) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-tah, tak existuje aj cesta zacinajica v u a
konéiaca vo v.

c¢) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj fah zaéinajici v u a
konéiaci vo v.

d) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety sled nenulovej diiky prechadzajuici cez u, tak existuje
aj kruznica prechadzajica cez u.

e) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety fah nenulovej dfiky prechadzajuci cez u, tak existuje
aj kruznica prechadzajica cez u.

Uloha 9. Dokézte, ze ak graf G = (V, E) obsahuje aspon jeden uzavrety sled nepédrnej diZky, tak
obsahuje aj kruznicu neparnej dlzky.

Uloha 10. Dokézte, ze v Tubovolnom 2-reguldrnom grafe lezi kazdy vrchol na prave jednej
kruznici.

Uloha 11. Popiste vsetky grafy, ktoré neobsahuji ziadnu cestu dfzky 3.



Uloha 12. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf rédu n taky, ze pre vietky v € V plati degq(v) >
(n —1)/2. Dokézte, ze graf G musi byt nutne sivisly.

Uloha 13. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf rddu n taky, ze pre kazdu dvojicu susednych
vrcholov u, v plati degq (u) + deg(v) > n — 1. Dokézte, ze G musi byt nutne sivisly.

Uloha 14. Nech n > 1. N4jdite najmensie k(n) € N také, ze vsetky jednoduché grafy rddu n s
k(n) hranami su suvislé.

Uloha 15. Dokazte, ze komplementarny graf k nesivislému grafu je sivisly.

Uloha 16. Dokazte, ze

a) pre kazdy jednoduchy graf o n vrcholoch, e hranych a k komponentoch plati n — k < e <
m—k+1)(n—-k)/2a

b) pre vsetky [ také, ze n —k <1 < (n—k + 1)(n — k)/2 existuje graf o n komponentoch,
[ hranach a k komponentoch.

Stromy

Definicia 2. Graf G = (V, E) je acyklicky, ak neobsahuje ziadnu kruznicu. Strom je lubovolny sivisly
acyklicky graf.
Veta 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:
(1) G je strom.
(1) Lubovolné dva vrcholy grafu G si spojené prdve jednou cestou.
(#9t) Graf G je sivisly a po odobrani lubovolnej hrany vznikne z grafu G nesivisly graf. (G je minimdine
suwisly)
(iv) Graf G je acyklicky a po pridani lubovolnej hrany vznikne kruZnica. (G je mazimdlne acyklicky)

(v) G je sdvisly graf rddu n € N s n — 1 hranami.

Definicia 3. Nech T = (V, E) je strom. List je lubovolny vrchol v € V taky, 7e degy(v) = 1.

Uloha 17. Dokéite vetu m
Uloha 18. N3jdite vietky stromy T = (V, E, I) obsahujuce vrchol v € V taky, ze degp(v) = 0.
Uloha 19. Kolko najmenej a kolko najviac listov moze mat strom na n vrcholoch?
Uloha 20. Dokéite, 7e kazdy strom T m4 aspoii A(T) listov.
Uloha 21. O strome T vieme, 7e mé
e 4 vrcholy stupna 2,
e 2 vrcholy stupna 3,
e 7 vrcholov stupna 4,
e maximalny stupen 4.
Kolko moéze mat strom T listov?
Uloha 22. Néjdite vietky reguldrne stromy.

Uloha 23. Dokaite, Ze vrcholy stromu mozno oéislovat vy, vs, ..., v, tak, Ze pre kazdé ¢ > 2 ma
vrchol v; prave jedného suseda v mnozine {vy,va,...,v;_1}.



Bipartitiné grafy

Uloha 24. Nech n,m > 1 si prirodzené &isla. Néjdite pocet vsetkych jednoduchych bipartitnych
grafov na mnozine vrcholov V' = {uy,...,un,v1,..., 0y}, ktorych partie si dané mnozinami vr-
cholov Vi = {uq,...,u,} a Vo = {v1,...,on}.

Uloha 25. Dokézte, 7e kazdy reguldrny bipartitny graf musi maf parny poéet vrcholov. N4jdite
vhodné zosilnenie tohto tvrdenia.

Uloha 26. Nech G je suvisly kubicky bipartitny graf. Dokazte, Ze ak z neho odstranime Iubovolny
vrchol, tak ostane suvisly.

RieSenia

1. 2n(n=1)/2

2. (")

3. 2sn(n—1)/2

4. Graf rdadu n nemoéze mat vrchol stupiia 0 a aj n — 1.

5. Musi platit n > k a ak n je neparne, tak k mus{ byt péarne.

6. K33 a K4, kde sme jeden vrchol nahradili trojuholnikom.

7. Spojnica najdlhsich ciest ich rozdeli kazdu na dva tseky. Zoberte dlhsie z nich. Hranu nemusia
mat spoloént.

8. a) Nie — u, v mdze byt ten isty vrchol

b) Nie — u, v moZe byt ten isty vrchol

c) Ano — zoberte si najkratsi u-v-sled, ktory nie je fahom a ndjdite kratsi. d) Nie — Napr. fah
Uy, T, U.

e) Nie — Napr. sled u, x, u.

9. Najdite v iom kruznicu. Ak mé parnu diiku, tak vyuzite vo zvysku sledu indukény predpoklad.

10. Ak by lezal na viacerych, tak vrchol, v ktorom sa kruZnice rozpoja, m4 velky stupen.

11. Grafy, v ktorych kazdy komponent je bud C3, alebo hviezda — graf, kde je jeden vrchol spojeny
s hranou s d'alsfmi 4 vrcholmi (a Ziadne iné hrany neobsahuje), i > 0

12. Kazdé dva nesusedné vrcholy maju spoloéného susesda.
13. Podobne ako predchadzajica tiloha.
14. (n — 1)(n — 2)/2: ak m4 jeden komponent velkost a, tak graf méze mat najviac a(a —1)/2 +

(n—a)(n—a—1)/2 = 2a%> —2an+n(n —1)/2 hran, ¢o nadobida maximum prea =1 aa=n—1.
Dosiahne sa na grafe K,,11+ izolovany vrchol.
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1-vrheolovy graf

Najmenej 2: cesta. Najviac n — 1: hviezda.

Zoberte si vrchol najvacsieho stupna a najdite listy v podstromoch, ktoré si nan zavesené
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1-vrcholovy graf

Spocitame pocet hran a vyjde, Ze jeho particie musia byt rovnako velké.



