Ulohy k cviceniu &. 12

Farbenia

Uloha 1. Uréte chromatické &fslo a chromatikey index grafov K,,, Kqp, Cy.

Uloha 2. Nech G = (V,E) jegrafs V = {1,2,...,2020} a E = {{a,b}; |a—b| je prvocislo}. Urcte
X(G) a x'(G).

Uloha 3. Vyrieste predchadzajicu tlohu vieobecne, teda nahrad'te 2020 n-kom a vysledok uved’te
ako funkciu n.

Uloha 4. (*) Dokazte, ze kazdy planarny 3-reguldrny graf méa chromaticky index 3.

Vzdialenost, priemer, polomer

Definicia 1. Nech G = (V, E, I) je stivisly graf a u,v € V st jeho vrcholy. Pod vzdialenostou vrcholov

/

u a v v grafe G rozumieme dlzku najkratSicho u-v-sledu. Vzdialenost vrcholov u a v oznaéujeme
symbolom dista (u,v).

Definicia 2. Nech G = (V, E, I) je stvisly graf. Priemer grafu G je ¢islo
diam(G) = max{distg(u,v) | u,v € V}.
Definicia 3. Nech G = (V, E, I) je stvisly graf a v € V je jeho vrchol. Ezcentricita vrcholu v je ¢islo
exg(v) = max{distg(u,v) | u € V}.
Definicia 4. Nech G = (V, E, I) je stuvisly graf. Polomer grafu G je éislo
rad(G) = min{exg(v) | v € V}.

Definicia 5. Nech G = (V, E, I) je stuvisly graf. Centrum grafu G je mnozina vrcholov

cent(G) = {v € V | exg(v) =rad(G)}.

Uloha 5. Dokéite, Ze pre vzdialenost v grafe G plati:
1. Yo € V(G): distg(v,v) = 0;
2. Yu, v € V(G): distg(u,v) = distg(v, u);
3. Yu, v, w € V(G): distg(u,v) < distg(u, w) + distg(w, v) (trojuholnikovd nerovnost).

(Tieto vlastnosti hovoria, 7e funkcia vzdialenost vytvara na mnoZine vrcholov grafu metriku, teda
ide o rozumnu funkciu na meranie vzdialenosti.)

Uloha 6. Nech G = (V, E, I) je lubovolny stvisly graf. Dokazte, ze rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Stromy a kostry

Definicia 6. Graf G = (V, E) je acyklickyj, ak neobsahuje Ziadnu kruznicu. Strom je lubovolny stvisly
acyklicky graf.

Veta 1. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:



(1) G je strom.
(1) Lubovolné dva vrcholy grafu G su spojené prdve jednou cestou.
(#91) Graf G je sivisly a po odobrani lubovolnej hrany vznikne z grafu G nesivisly graf. (G je minimdine
stvisly)
(tv) Graf G je acyklicky a po pridani lubovolnej hrany vznikne kruZnica. (G je mazimdlne acyklicky)

(v) G je sdvisly graf radu n € N s n — 1 hranami.

Definicia 7. Nech T = (V, E) je strom. List je lubovolny vrchol v € V taky, 7e degy(v) = 1.

Uloha 7. Dokézte vetu [1]
Uloha 8. Néjdite vietky stromy 7' = (V, E, I) obsahujiice vrchol v € V taky, ze deg,(v) = 0.
Uloha 9. Kolko najmenej a kolko najviac listov méze mat strom na n vrcholoch?
Uloha 10. Dokéite, ze kazdy strom T mé aspoin A(T) listov.
Uloha 11. O strome T vieme, ze ma
e 4 vrcholy stupna 2,
e 2 vrcholy stupna 3,
e 7 vrcholov stupna 4,
e maximalny stupen 4.
Kolko mdze mat strom T listov?

Uloha 12. Nech T = (V, E,I) je strom radu n > 3. Nech v je list stromu 7" a u je susedny vrchol
listu v. Dokézte, ze exr(u) = exy(v) — 1.

Uloha 13. Nech T = (V, E, I) je strom rddu n > 3 a nech v € cent(T). Dokéite, ze degy(v) > 2.
Uloha 14. Néjdite vSetky regularne stromy.

Uloha 15. Dokaite, Ze vrcholy stromu mozno oéislovat vy, vs, ..., v, tak, Ze pre kazdé ¢ > 2 ma
vrchol v; prave jedného suseda v mnozine {vy,va,...,v;-1}.

Definicia 8. Nech G = (V, E) je stvisly graf. Kostra grafu G je lubovolny strom T, ktory je faktorom
grafu G.
Uloha 16. Nech G = (V, E, I) je stuvisly graf a T je jeho kostra. Dokézte, ze diam(T') > diam(G).

Uloha 17. Dokézte alebo vyvratte: kazdy sivisly graf G = (V, E,I) mé aspon jednu kostru T
taku, ze diam(7T') = diam(G).

Eulerovské a hamiltonovksé grafy

Definicia 9. Suvisly graf G = (V, E) je eulerovskyj, ak v iom existuje uzavrety £ah obsahujici vietky
hrany (eulerovsky tah).

Veta 2. Nech G = (V,E) je sivisly graf. Graf G je eulerovsky prdve vtedy, ked si stupne vietkijch
jeho vrcholov pdrne.

Veta 3. Nech G = (V,E) je sivislyj graf. V grafe G existuje otvorensj tah obsahujici vsetky hrany
prdve vtedy, ked v grafe G ezistujii prdve dva vrcholy nepdrneho stupria.




Definicia 10. Suvisly graf je hamiltonosky, ak v nom existuje kruznica prechddzajica cez vsetky
vrcholy.

Definicia 11. Hranovy graf L(G) grafu G je graf, ktorého vrcholmi st hrany grafu G a dva vrcholy su

spojené hranou préave vtedy, ked hrany, ktoré si reprezentované vrcholmi L(G), maju spoloény vrchol.

Uloha 18. Zistite, ¢i st nasledujuce grafy eulerovské:

KX N

Uloha 19. Zistite, ¢i v grafoch z predchddzajicej tlohy existuje otvoreny tah obsahujici vietky
hrany.

Uloha 20. Njdite vetky n > 1 také, ze kompletny graf K, je eulerovsky.
Uloha 21. Dokézte, alebo vyvratte masledujice implikécie:
1. Graf G je eulerovsky = hranovy graf L(G) je eulerovsky.
2. Hranovy graf L(G) je eulerovsky = graf G je eulerovsky.
Uloha 22. Dokéite, ze bipartiting hamiltonovsky graf m4 obe particie rovnakej velkosti.

Uloha 23. Dokéite, 7e ak G je hamiltonovsky alebo eulerovsky, tak hranovy graf L(G) je hamil-
tonovsky.



