Priklady réznych typov.

1. Kolko je permutacii n > 1 prvkov aj,as,...,a, , v ktorych pre Ziadne i € {1,2,...,n — 1} nie je prvok a;;;
bezprostredne za prvkom a;?

2. Kofko existuje k-prvkovych variacii s opakovanim z n prvkov takych, ze kaida obsahuje vietkych n prvkov?

3. Mdame 2k + 1 listkov otislovanych prirodzenymi &islami 1,2,. .., 2k + 1. Aky najvacsi pocet listkov mozno vybrat
tak, aby sa Ziadne vybraté &islo nerovnalo stétu dvoch vybratych &isel?

4. Nech A = (a;;) je matica typu n x n, a;; = {~1,0,1}. Kolko mozno vytvorit matic tak, aby siity prvkov v
riadkoch, stlpcoch, na diagonalach boli navzéjom rézne? (Teda napr. siicet v riadku musi byt rézny od inych stétov
v riadku, od vsetkych sGétov v stlpcoch a na diagondlach.)

5. Ak je v miestnosti pritomnych n 0sdb, potom aspof dvaja z pritomnych maji rovnaky pocet zndmych spomedzi
pritomnych. Dokézte. (Vztah ,a je zndmy b“ pokladdme za vzajomny, t.j. ak a je znadmy b, potom b je znamy a.)

6. Nech A, je pocet Spernerovych systémov pre mnoziny z n prvkov. Dokaite, ze
22y SRR TS clEl.

7. Je danych n dvojic, z ktorych kazda sa sklad4 z dvoch rovnakych pismen, pricom dve rozne dvojice obsahuju
vidy rdzne pismend. Vietkych 2n pismen usporiadavame tak, Ze ziadne dve rovnaké pismena nenasleduji za sebou.
Kolko je takych usporiadani?

8. Mame r rdznych veci, ktoré rozdelujeme medzi n + p ludi a to tak, aby kazdy z n vopred danych ludi dostal
aspon jednu vec. Dokézte, Ze toto rozdelenie mézeme previest S, spdsobmi, kde

Sr=(n+p) —n(n+p—1)+ () (n+p=-2) =+ (-1)"".
9. Dokazte, ze plati
(n+r—1)! nn+r=3)! nn-1)(n+r—=75) _nl(n—-1)!
rl 1 (r=2)! 1.2 (r=4) T rln=-n)l

10. Skupina skladajica sa zo 41 Studentov uspesne zloZila semestrélne sksky z 3 predmetov. Moiné znamky boli
1,2,3. Dokazte, ze aspon pat Studentov zlozilo semestralne skisky s rovnakymi zndmkami!

11. Komisia zasadala 40-krat. Kazdy raz sa na zasadnut{ z(astnilo 10 osdb, pricom Ziadni dvaja &lenovia sa na

zasadnuti neztcastnili spolu viac ako jedenkrat. Dokazte, Ze pocet Elenov komisie je viac ako 60.

12. V niektore] indtitdcii pracuje 25 pracovnikov. Dokazte, Ze z nich nie je mozné vytvorit viac ako 30 komisii po 5
0sob v kazdej tak, aby ziadne dve komisie nemali spolo¢ného viac ako jedného &lena.

13. Kolkymi spésobmi mézeme posadit v kine n manzelskych dvojic do posledného radu, kde je 2n miest tak, aby
zladny manzelsky par nesedel vela seba?

14. Kolko je vSetkych permutécif 2n prvkov my,my, ... ,ma, , v ktorych pre Ziadne neparne i € {1,2,...,2n}
nie je prvok m; na i-tom mieste.

15. Kolko je vietkych permutécii k prvkov m;,ms, ... ,m; , v ktorych pre ziadne i € {1,2,...,k} nie je prvok m;
na i-tom mieste, a pritom prvky mi; a m, s vedla seba?

16. Uloha o hareme.

Nech M = {S},5,,...,Sm} je systém koneénych neprazdnych mnozin. Pozadujeme, aby kazd4 mnozina mala viace]
ako jedného reprezentanta, nadalej vsak pozadujeme, aby reprezentanti boli rézni. Njdite nutni a postadujicu
podmienku riesenia tejto tlohy.

17. Zistite, & m6zu hodiny: matematiky, fyziky, zemepisu a biolégie bezat sibezine, ak mame k dispozicii: matema-
tika, fyzika, M+Z, B+Z, B+Z. Vyuku mame zabezpecit 4 vyuéujicimi.

18. UkaZte, Ze ak kazdd mnozina ma r prvkov r > 1 a kazdy prvok sa vyskytuje v r mnozinach, tak potom existuje
systém rdéznych reprezentantov pre mnoziny {Si,...,Sm}.
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Spoéitatelné mnoZiny - pokradovanie.
11. Mnozina vSetkych otvorenych intervalov s racionalnymi koncami je spocitatelnd. Dokézte!
12. Néajdite mnozinu X C R™ taki, ze
a) X je spotitatelna
b) pre kazdé € > 0 a pre kazdé a = (a1,...,a,) € R" existuje z € X, z = (z1,...,z,) také, ze

n

Z|z,~—a.~| <E.

i=1

13. Ak X je mnoZina navzijom disjunktnych otvorenych intervalov, tak X je spocitatelnd. Dokazte!
14. Nech f je neklesajica funkcia z R do R. Dokéaite, ze plati:
a) pre kazdé a € R existuje zl_i‘rg f(z) a ==l_i.rzx_ f(z);
b) mnozina bodov nespojitosti funkcie f je nespocitatelna.
15. Nech f je funkcia z R do R. Pripomefime, Ze f ma totdlne minimum v &isle a, ak existuje € > 0 také, ze pre

kazdé z € (a —€,a+¢€),z # a je f(z) > f(a). Podobne totilne maximum. Dokazte, ze mnozina vSetkych bodov, v
ktorych funkcia mé totdlne minimum alebo totdlne maximum, je spocitatelna.

16. Nech Tk(X) je mnozina vietkych postupnosti {an}3%, prvkov mnoziny X takych, ze existuje m € N také, ze
pre kazdé n > m je ap = a,. Ak4 je mohutnost mnozin Tk({0}), Tk({0,1}), Tk(N), Tk(Q), Tk(R)?

17. Nech P je podmnozina {0, 1}N. Dvaja hraéi I a IT hraja takito nekoneénd hru. Hrag I vyberie ao € {0, 1}, hraé
II vyberie a; € {0,1} atd., hra¢ I vybera as, € {0,1}, hrd¢ II vyberd asn41 € {0,1}. Hrag I vyhr4, ak postupnost
{a,}2, je prvok mnoziny P. V opacnom pripade vyhrd hrd¢ II. Ak P je spocitatelnd mnozina, tak mozno dat
hracovi IT taky navod na hru, aby vzdy vyhral. Ndjdite taky sposob hry hraca I1.

18. Z vysledku tlohy 17 odvodte, ze mnozina {0, 1}N nie je spoéitatelna.

19. Aké je mohutnost mnoZiny vietkych podgrap aditivnej grupy (Z, +,0)?

Zapojenie-vypojenie.

1. Na univerzitnej katedre pracuje 30 pracovnikov, pricom kazdy z nich ovldda aspon jeden cudzi jazyk. 10 pra-
covnikov vie po anglicky, 7 nemecky, 6 franctizsky, 5 anglicky a nemecky, 4 anglicky a francizsky, 3 nemecky a
franctzsky.
a) Kolko pracovnikov ovlada vsetky tri jazyky?
b) Kolko pracovnikov ovldda prave dva jazyky?
¢) Kolko pracovnikov ovlada len anglicky jazyk?
)
)

2. a) Ukdite, ze pocet prirodzenych Cisel, ktoré si delitelné z a neprevysuji n je rovny [Z].
b) Najdite pocet prirodzenych &isel, neprevysujtcich 1000, ktoré nie sa delitelné zZiadnym z &isel 3, 5 a 7.
c) Najdite pocet prirodzenych cisel, neprevysujicich 1000 a nesudelitelnych s ¢islami 6, 10, 15.

3. Ukaite, ze ak n = 30m, potom pocet prirodzenych &isel, neprevysujicich n a nedelitelnych ziadnym z &isel 6,10,15
je rovny 22m.

4. Nech py,po,...,pr s vietky prvoéisla, neprevysujice \/n. Ukdite, Ze polet prvoiisel p, takych, ze \/n < p < n je
r

rovny n—1— Z(—I)H‘lSk, kde Sy = E[#], kde stet ide cez vietky podmnoziny {i1,...,1} C {1,2,...,7}.
i1 Pin
k=1
5. Najdite pocet prvoéisel neprevysujicich a) 25, b) 250, c)n.
6. Uloha o nepriatelskych dvojiciach. Kolkymi spdsobmi mézeme za okrihly st3l posadit n nepriatelskych dvojic
tak, Ze ziadni nepriatelia nesedia vedla seba? Stoli¢ky st ocislované.

7. Uloha o manzelskych dvojiciach. Kolkymi spdsobmi mézeme posadit za okrahly stdl n manzelskych dvojic tak,
aby sa striedali muzi so Zenami a ziadna manzelskd dvojica nesedela vedla seba? Stolicky st ocislované.
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1. Kolko n-bitovych binarnych ¢isel obsahuje aspon jednu jednotku?

2. V obchode predavaja 31 druhov zmrzliny. Kazdé z desat deti si kipi prave jednu zmrzlinu. Kolko
existuje objednavok, pri ktorych si aspon dve deti kupia rovnaki zmrzlinu?

3. Kolko je prirodzenych ¢isel do 1000, ktoré su delitelné ¢islami 2 aj 37

4. Koflko je prirodzenych ¢isel do 1000, ktoré su delitelné aspon jednym z ¢isel 2 a 37

5. Kolko je prirodzenych ¢isel do 1000, ktoré su delitelné aspon jednym z ¢isel 2, 3, a 57

6. Kolko slov dlzky 6 mozno vytvorit mozno vytvorit poprehadzovanim pismen slova TIKTAK?

7. Vo vedeckovyskumnom tustave pracuje 67 osob, z nich 47 ovldda angli¢tinu, 35 nemcinu a 20
francuzstinu. Vieme, 7Ze 23 Tudi vie aj po anglicky, aj po nemecky, 12 Tudi anglicky aj francuzsky
a 11 Tudi nemecky aj francizsky. VsSetky tri jazyky ovlada 5 Tudi. Kolko I'udi nevie ani jeden z
uvedenych cudzich jazykov?

8. Kolko Sestcifernych ¢isel obsahuje kazdu z ¢islic 1,2, 3,47

9. Kolko ¢isel mensich ako 10° obsahuje kazdu z ¢éislic 1,2, 3,47

10. Kolkymi sposobmi sa daju poprehadzovat cifry ¢isla 1112223456 tak, aby Ziadne tri rovnaké
cifry nenasledovali za sebou?

11. Generator nahodnych ¢isel v kazdom kroku vygeneruje jedno z ¢isel 1, ...,9 s rovnakou pravde-
podobnostou. Aké je pravdepodobnost, Ze po n krokoch je sucin vygenerovanych ¢isel delitelny
¢islom 107

12. Kolkymi sposobmi vieme postavit do radu troch anglicanov, troch franciizov a troch turkov tak,
aby Ziadny traja krajani nestali vedla seba?

13. Vo vytahu je Sest cestujucich. Kolkymi sposobmi mézu vystupit na Styroch poschodiach, ak na
kazdom poschodi ma vystipit aspon jeden?

14. Kolkymi spésobmi sa d& na Sachovnici n X n rozostavit n vezi tak, aby kazdé neobsadené pole
bolo ohrozované aspon jednou vezou?

15. Kolkymi sposobmi sa d& vybrat 5 kariet so Standardnej sady s 52 kartami tak, aby bola z kazdej
farby vybrata aspon jedna karta?

16. Kolko permutécii mnoziny {1,2,...,n} nema ziadny pevny bod? (éislo i je pevnym bodom
permutécie ¢ ak p(i) =1.)

17. Majme ¢isla 1,1,2,2,...,n,n. Kolkymi spésobmi vieme tieto ¢isla zoradit do postupnosti tak,
aby sa ziadne dve rovnaké ¢isla nevyskytovali vedla seba?



1. Majme ¢isla 1,1,2,2,...,n,n. Kolkymi sposobmi vieme tieto ¢isla zoradit do postupnosti tak,
aby sa ziadne dve rovnaké ¢isla nevyskytovali vedla seba?

2. Kolko permutécii mnoziny {1,2,...,n} nema ziadny pevny bod? (éislo i je pevnym bodom
permutacie ¢ ak (i) = i.)

3. Zistite, kolko je permutacii mnoziny {1,...,n}, ktoré maju prave s pevnych bodov. (Vysledok
moze obsahovat pocty permutacii d, r-prvkovej bez pevného bodu.)

4. Kolkymi spoésobmi vieme r réoznym Tudom dat kazdému jeden predmet tak, aby kazdy typ
predmetu dostal aspon jeden ¢lovek, pricom mame n réznych typov predmetov a z kazdého typu
predmetu mame dostatocny pocet kusov?

5. Urcte pocet vSetkych rozdeleni n réznych predmetov do r roéznych priehradok takych, Ze ziadna
priehriadka nemoze ostat prazdna.

6. Kolko je permutacii mnoziny {1,...,n} takych, ze ¢islo i + 1 nenasleduje tesne za ¢islom i pre
ziadne i € {1,...,n —1}7

7. Urcte pocet rozmiestneni n vezi na Sachovnici n X n, pricom pozadujeme, aby sa ziadne dve veze
navzajom neohrozovali a aby ziadna veza nestala na hlavnej diagonale.

8. Okolo okruhleho stola chceme rozsadit n parov znepriatelenych rytierov tak, aby ziadny dvaja
nepriatelia nesedeli vedla seba. Kolkymi spésobmi to vieme spravit?

9. Okolo okruhleho stola chceme rozsadit n manzelskych péarov tak, aby sa muzi a Zeny pravidelne
striedali a ziadna manzelskd dvojica nesedela vedla seba. Kolkymi sposobmi to vieme spravit?



