Ulohy k cviéeniu ¢. 6 a 7

Pri poéitani sim sa snazime ndjst vyraz s rovnakou hodnotou, akii mé pocitand suma. Vysledny vyraz
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nesmie obsahovat Ziadnu sumu alebo si¢in s premennym poc¢tom élenov. Aké metédy mozeme pouzit
na dokazovanie sim?

1. Vypoéitat si niekolko prvych élenov, na zéklade nich si tipnit vysledok a ndsledne dokézat jeho
spravnost (napr. matematickou indukciou). Vela vysledkov je vsak takych, ze nevidno dobre z
nich, ¢o su zac.

2. Pouzit pri vypoéte ind, uz zndmu sumu. Casto si to vyzaduje upravit sumu do tvaru vhodného
pre aplikdciu znamej sumy. To Casto obnésa

e pouzit kombinatorické identity;

e rozpisat si kombina¢né &isla cez faktoridly a upravit ich tak, aby sme dostali kombina&né
&islo (¢isla) vhodné pre suméciu;

e vyiiatie konstanty pred sumu (3 c-ar = ¢ ak);

e rozdelenie sumy na viac sim (3 (ax +bx) = > ar + > bi);

e substituovat premenné, upravit tym sumaény rozsah.

3. Upravit zndmu sumu obsahujicu redlnu premennid z (napr. Binomickt vetu) do vhodné tvaru
aplikovanim operacie ako st derivacia alebo integracia.

4. N4jst kombinatorickd interpretdciu sumy (teda nejaki tilohu kde poéet moznost{ mozno poéitat
rieSenou sumou) a prist k poétu moznost{ inym, jednoduchsim spésobom. Teda ide o to, ¢o sme
trénovali na cviceni 5, len s tym, Zze mdame len jednu stranu rovnosti.

Pri pouzivani zndmych sum pride najviac vhod binomicks veta.

Veta 1 (Binomickd veta). Pre vietky x € R an € N platd

1+z)" = Z (Z)xk

k=0

Mbézete viak pouzivat aj iné zndme sumy, napr. tie, ¢o sa uvddzaji v skriptdch alebo v cvigeni 5. Ak
v8ak pouZivate sumu z cviéenia, ktord nemd nazov, tak sic¢asfou uplného rieSenia by mal byt aj jej
dokaz. Ked pouzivate sumu, ktora je pomenovand (napr. Cauchyho séitaci vzorec), uved'te jej ndzov —
vtedy je vidno, Zze sa odvolavate na nieCo zname a taktiez na aké presne tvrdenie sa odvolavate, teda
nemusite pisat do rieSenia aj dokaz.

Uloha 1. Kombinatoricky interpretujte binomicku vetu pre x € N.

Uloha 2. Vypocitajte

Uloha 3. Vypocitajte

Uloha 4. Vypocitajte
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Aplikovanim vhodnej operdcie (ako napriklad derivdcia) na obidve strany rovnosti z vety [1| mozno
odvodit d'alsie uzitoéné identity, ktoré sa daji vyuzit aj na vypoéet niektorych kombinatorickych sim.
Viaceré z nasledujucich tloh st cielené na pouzitie tejto metddy.

Uloha 5. Vypocitajte

Uloha 6. Vypocitajte

Uloha 7. Vypocitajte

Uloha 8. Vypocitajte

Uloha 9. Vypocitajte

Uloha 10. Vypocitajte

Uloha 11. Vypocitajte

Uloha 12. Vypocitajte

Uloha 13. (¥) Vypoéitajte

Uloha 14. (*) Vypoditajte
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Uloha 15. (*) Vypoditajte
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Viaceré kombinatorické identity mozno dokazaf ich transforméaciou na lahsie dokdzatelné identity medzi
polynémami. To znamena nijst k danej identite L(s) = R(s) polynémy pr(x) a pr(x) také, ze koeficient
pri 2° je v pr(z) rovny L(s) a v pr(x) je rovny R(s). Nésledne sta¢i dokdzat, ze pre vietky z plat{
pr(z) = pr(x) — rovnost koeficientov je priamym désledkom. Pri hladani vhodnych polynémov py,(z)
a pr(z) je uzitoénym nastrojom prave binomicka veta. Vid tiez pozndmku pod vetou 2.15 zo skript.

Uloha 16. (*) Vypocitajte

Aj ked sa pouzitie tejto metédy obmedzuje iba na relativne nevelki triedu identit, ide o zdklad ovela
vSeobecnejsej metddy tzv. generugicich funkcii (niekde tiez vytvdrajicich funkci?), v ktorej sa namiesto
polynémov pouzivaji ,nekoneéné polynémy*, Cize formdine mocninové rady. To uz vsak presahuje
ramec tohto predmetu.

Uloha 17. (*) Pomocou binomickej vety dokdzte pre vsetky n,s € N identitu
n+1 n n
s+1 S s+1

Uloha 18. (*) Pomocou binomickej vety dokdzte pre vsetky n,s € N identitu

()= 2, O00)

i+j+k=s

Dalsie tlohy na precvicenie

Uloha 19. V ypocitajte
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