Sada domacich uloh ¢. 1
Termin

Uloha 1. Figirka strieborny general (pochddza z japonského Sachu) ohrozuje $tyri policka, s ktorymi md
spoloényj iba roh a jedno policko priamo pred sebou (ako na obrdzku 1). Figirku mozno otdcat do 4 smerov,
pricom figirka md vyznacené, na ktorej strane md predok.
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Obr. 1: Policka, ktoré ohrozuje strieborny general.

Najviac kolko strieborngjch generdlov mozno umiestnit na Sachovnicu rozmerov 8 x 8 tak, aby Ziaden strieborny
generdl neohrozoval iného?

Na obrdzku vliavo mozno vidiet priklad rozmiestnenia 11 striebornyjch generdlov, z ktoryjch Ziaden neohrozuje
iného. Na obrdzku vpravo zas generdl na modrom policku ohrozuje generdla na cervenom policku.

e A= S = B el
& & Exd =% & s
3 S 3 S
2 2 ||
% %
o o

Bonus. V zdvislosti od kladného celého éisla n urcte, aké je rieSenie ulohy pre Sachovnicu rozmerov n X n.

Riesenie. UkaZeme, Ze na Sachovnicu mozno umiestnit najviac 32 striebornych generélov tak, aby ziaden nebol
ohrozeny inym.

Umiestnime po osem figurok do kazdého neparneho riadku, pricom vsetky figirky nato¢ime smerom k hornému
okraju Sachovnice (obrazok . Kazdy strieborny general md d’alsich generdlov iba nalavo alebo napravo od
neho a z tychto policok nemdze byt nimi ohrozeny. Nagli sme teda vyhovujiice rozmiestnenie 32 striebornych
generalov.

Predpokladajme, Ze na Sachovnici sa nachddza viac ako 32 striebornych generdlov. Rozdelme si sachovnicu na
16 neprekryvajtcich sa §tvorcov rozmerov 2 x 2 poli¢ka a pre kazdy Stvorec rozdelme jeho 4 policka do dvoch
dvojic, do kazdej ddme 2 policka z protilahlych rohov. Vytvorili sme si tak 2 - 16 = 32 dvojic policok.




Uvazujme zobrazenie f, ktoré kazdej figirke prirad'uje dvojicu, v ktorej sa nachadza policko, na ktorom dan4
figtirka stoji. Kedze mame 32 dvojic policok a viac ako 32 figtirok, z Dirichletovho principu vieme, Ze zobrazenie
f nie je injektivne. Teda v aspoii jednej dvojici musia byt aspoil dve figtirky. Poli¢ka, na ktorych su tieto dve
figirky susedia rohom, preto sa strieborni generali na nich navzéjom ohrozuju, a to bez ohladu na ich otoéenie
(ked'Ze strieborny general ohrozuje vietky 4 policka susediace iba rohom). Tym sme ukdzali, Ze ak mame viac
ako 32 striebornych generdlov, tak sa uz nejak{ dvaja ohrozuji (dokonca navzajom).

Riesenie bonusovej ulohy. Ak mame Sachovnicu rozmerov n X n, tak pre optimalne umiestnenie figirok vieme
zovieobecnif rozmiestnenie pre 8 x 8. Umiestnime po n striebornych generdlov do kazdého neparneho riadku.
Takéto rozmiestnenie vyhovuje z rovnakého dévodu, ako pri 8 x 8. Dostaneme tak na Sachovnici [n/2]n strie-
bornych generalov.

Nech je n parne a nech je na Sachovnici viac ako n?/2 figirok. V tomto pripade vieme celkom priamociaro
zovieobecnit tvahy z pripadu 8 x 8. Rozdelme si politka Sachovnice na n?/4 neprekryvajicich sa §tvorcov
rozmeru 2 X 2. Z Dirichletovho principu potom vieme, Ze v nejakom §tvorci 2 x 2 musia byf aspon traja
strieborni generali. Z nich aspoit dvaja musia byt v protilahlych rohoch, a teda ti dvaja sa ohrozuju.

Ak n = 2k+1 je nepérne, tak chceme ukézat, ze na Sachovnici nemoze byt viac ako n(n+1)/2 = (2k+1)(k+1)
striebornych generdlov, z ktorych ziaden neohrozuje iného. Toto tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou
podla k.

Ak k = 0, tak mame Sachovnicu 1 x 1 a na fiu viac ako (2-0+1)(0+1) = 1 strieborného generala neumiestnime.

Predpokladajme, Ze pre nejaké celé k > 0 na Sachovnicu rozmerov (2k + 1) x (2k + 1) vieme umiestnif bez
ohrozenia najviac (2k + 1)(k + 1) figirok. Uvazujme Sachovnicu rozmerov (2k +3) x (2k 4 3) a predpokladajme,
ze mame na nej umiestnenych viac ako (2k+3)(k +2) figirok. Zoberme si §tvorec (2k+1) x (2k+1) vpravo dole
sachovnice na obrazku [3| vyznaceny sedou). Ak by v iom bolo viac ako (2k+1)(k+1) figirok, tak z indukéného
predpokladu by sa nejaké dve ohrozovali. Preto v tomto §tvorci moze byt najviac (2k+1)(k+1) figiirok. Teda vo
zvy$nom ,elku® (na obrazku [3| biela ¢ast) sachovnice musi byt viac ako (2k+3)(k+2) — (2k+1)(k+1) = 4k+5
figtrok.

Policka v ostévajuicej casti Sachovnice si rozdelime do skupin. Policko, ktoré sa nachddza v r-tom riadku a s-tom
stlpci oznacime (r, s). Uvazujme mnoziny policok:

o {(4,1),(i4+1,2)} pre kazdé i € {1,2,...,2k + 2}, teda spolu 2k 4+ 2 mnozin polic¢ok;

o {(1,i),(2,i+ 1) pre kazdé i € {2,3,...,2k + 2}, teda spolu 2k + 1 mnozin policok;

e dve mnoziny {(2k +3,1)} a {(1,2k + 3)} po jednom policku.
(Pre k = 3 si moZete skontrolovat rozdelenie policok na obrizku ) Spolu sme policka ostavajiceho tseku
sachovnice rozdelili do 4k + 5 mnozin. My sme v3ak ukdzali, ze v tejto ¢asti musi byt viac ako 4k + 5 figtrok.

Preto z Dirichlerovho principu existuji dve figirky v jednej mnozine, a tie sa musia ohrozovat. Tym je dokaz
indukéného kroku hotovy.
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Obr. 3: Priklad poskupinkovania poli¢ok pre Sachovnicu 9 x 9



Uloha 2. Hanka md v Satniku:

e 5 kusov plaviek,

e 7 kusov klobikov,

4 kusy okuliarov,
e 6 kusov ndramkov,

7 kusov nahrdelnikov.

Vietky spominané kusy st navzdjom rozlisené. Hanka sa chce obliest na pldz, pricom dodrZiava nasledovné
pravidlad:

e Musi mat na sebe prdve jedny plavky.

e Nosenie klobiku, okuliarov, ndramka a ndhrdelnika nie je povinné, ale zo Ziadneho doplnky nesmie mat
na sebe viac ako jeden kus.

o Pokial’ si dd na seba klobik, musi mat aj okuliare.

Kolko md Hanka spésobov, ako sa méze na pldz obliect? Ndjdite formdinu reprezentdciu moznosti oblecenia,
zapiste mnozinu vsetkych mozZnosti a urcte jej pocet prvkov pomocou teorém z prednasky.

Riesenie. Ozna¢me mnoziny Hankinych plaviek, klobikov, okuliarov, naramkov a nédhrdelnikov postupne P,
K, O, R, H. Dalej nech n je prvok nenachddzajici sa v mnozine PUK UO U RU H a nech P’ = P U {n},
K'=Ku{n},0'=0U{n}, R =RU{n} a H = HU{n}.

Sposoby Hankinho oble¢enia budeme reprezentovat ako niektoré usporiadané pétice z mnoziny P x K’ x O x
R’ x H', pricom pokial je na niektorej pozicii usporiadanej pétice prvok n, znamen4 to, Ze si Hanka dany typ
doplnku nevzala. Spdsoby obleéenia rozdelime na dve mnoziny podla toho, & si Hanka zoberie na plaz klobik:

1. Ak si Hanka nevezme klobtik, mnozina vsetkych spdsobov oblecenia je My = P x {n} x O’ x R’ x H'.

2. Ak si Hanka vezme klobiik, mnozZina vsetkych spdsobov oblecenia je My = P x K x O x R’ x H'.

Zjednotenim tychto dvoch mnozin teda dostdvame mnoziny vSetkych sposobov oblec¢enia

Px{n}xO' xR xH UPxKxOxR xH'.

Poécet jej prvkov vieme vypoéitat ako

IPx{n}xO' xR xH UPxKxOxR xH'|=
=Px{n}xO' xR xH|+|PxKxOxR xH|=
= |P|- [{n}]-|O'|- |R| - |H'| + |P|- K| |O] - |R| - | H'| =

5-1-5-7-84+5-7-4-7-8=9240.



