Cvicenie 1: Matematicka induckia
Princip matematickej indukcie: nech X C N je mnozina prirodzenych &isel takd, ze:
(1) 0 X.
(#) Pre vsetky n € N plati: akn € X, takn+1 € X.
Potom X = N.

V pripade, Ze mame danti postupnost vyrokov (V(n))nen, mozeme za X zvolit mnozinu tych n € N,
pre ktoré je vyrok V(n) pravdivy. Ako priamy doésledok principu matematickej indukcie tak dostdvame
nasledujicu vetu:

Veta 1. Nech (V(n))nen je postupnost virokov takd, Ze
(1) Vyrok V(0) je pravdivy.
(i¢) Pre vietky n € N plati: ak je pravdivy vgrok V(n), tak je pravdivy aj vijrok V(n +1).
Potom je vgrok V (n) pravdivy pre vietky n € N.
Tvrdenie (i) predchddzajicej vety sa nazyva bdza indukcie a tvrdenie (ii) sa nazyva indukény krok.

Princip matematickej indukcie nemozno dokézat — ide o jednu z tzv. Peanovijch axiém, ktord je ale
ekvivalentna inému pomerne oc¢ividnému tvrdeniu, tzv. wvlastnosti dobrého usporiadania mnoZiny N
(vid nizsie). Je teda mozné chdpatf princip matematickej indukcie ako axiému a vlastnost dobrého
usporiadania mnoziny N ako dosledok tejto axidémy, alebo naopak.

Casto sa stéva, ze tvrdenie plati (alebo déva zmysel) iba pre prirodzené &isla n viicsie alebo rovné
ako nejaké no € N. Pomocou principu matematickej indukcie ale mozno l'ahko dokézaf platnost nasle-
dujiceho variantu vety [T}

Veta 2. Nechng € N a (V(n))n>n, je postupnost virokov takd, Ze

(1) Vyrok V(no) je pravdivy.

(i1) Pre vietky n € N také, Ze n > no plati: ak je pravdivy vgrok V(n), tak je pravdivy aj vyrok
V(n+1).

Potom je vjrok V(n) pravdivy pre vietky n € N také, Ze n > ng.

Uloha 1. Dokdzte vetu (s pouzitim principu matematickej indukcie).
Uloha 2. Dokéite, 7e pre vietky n € N plati 3 | n® + 2n.
Uloha 3. Dokézte, ze pre vietky n € N plat{ 5 | n® — n.

Uloha 4 (Mala Fermatova veta). (*) Dokazte, ze pre vsetky prvocisla p a vSetky n € N plati
p | nP —n.

Uloha 5. Dokéite, Ze pre vietky n € NT plati 31 | 571 + 6271,
Uloha 6. (*) Dokézte, ze pre vietky n, k € N plati n? +n+ 1 | nF+t2 4+ (n + 1)2k+1,

Uloha 7. Nech 4 C N je Tubovolné koneénd mnoZzina prirodzenych éisel, pre ktoru plati [A| = n.
Oznacme
S(A)={z+y|zecA; yec A}l

Dokazte, ze |S(A)| > 2n — 1.

Uloha 8. (*) Nech A, B C N sii Tubovolné koneéné mnoziny prirodzenych éisel také, ze |A| =
m >1a|B| =n> 1. Ozna¢me

A+B={a+b|lacA; be B}.



Dokézte, ze potom
[A+ Bl >m+n—1

a ukazte, ze tento dolny odhad je tesnyEI pre vSetky m,n > 1.

Uloha 9. Dokézte, Ze pre lubovolnych n kladnych redlnych éisel 21, o, ..., 2, so sicinom 1 plati
1+ a0+ ... +xH >N

Uloha 10 (Nerovnosf medzi aritmetickym a geometrickym priemerom). (*) Dokézte, ze pre
Tubovolnych n nezdpornych redlnych éisel zq, xo, ..., x, plati

Tl + X2+ + T
n

> Yx1To...Ty.

Pri dékaze indukéného kroku sa pri ,,beznej“ matematickej indukcii (podla vety [1| resp. vety [2]) odvo-
dzuje platnost vyroku V(n + 1) len na zdklade predpokladu platnosti vyroku V(n) — tento predpoklad
nazyvame indukénym predpokladom. Forméalne sa teda nemozno odvoldvat na platnost vyrokov V()
pre j < n; indukénym predpokladom je iba platnost vyroku V(n).

Lahko mozno nahliadnut, ze ide o umelé a ¢isto formdlne obmedzenie. Ak totiz v baze indukcie
dokdzeme platnost vyroku V(no) a ndsledne dokdzeme indukény krok pre n = no,...,k — 1, lahko
vidiet, Ze si pravdivé vietky vyroky V(no),V(no + 1),...,V (k). Pri dokaze indukéného kroku pre
n = k sa teda mdzeme odvoldvat aj na platnost vyrokov V (j) pre ng < j < k: Tahko mozno dokéazat,
ze zaver vety 7 ¢ize pravdivost vyroku V(n) pre vsetky prirodzené ¢isla n > ng — bude aj v tomto
pripade zaruéeny. Ttito myslienku mozno sformalizovat nasledovne:

Veta 8. Nechng € N a (V(n))n>n, je postupnost virokov takd, Ze

(1) Vyrok V(no) je pravdivy.

(i) Pre vietky n € N také, Ze n > no plati: ak si pravdivé vijroky V(no),V(ng +1),...,V(n), tak je
pravdivyg aj virok V(n +1).

Potom je vjrok V(n) pravdivy pre vietky n € N také, Ze n > ng.

Vetasa niekedy nazyva principom uplnej matematickej indukcie, pripadne principom silnej matema-
tickej indukcie.

V tejto suvislosti treba upozornif na skutocnost, ze predovsetkym vo filozofickej logike sa niekedy
pouziva pojem uplnej indukcie vo vzfahu k tzv. netplnej indukcii; t4 v matematike nems miesto,
no casto sa pouziva v empirickych veddch (z 1000 nedspesnych pokusov o prerazenie hlavy midrom
napriklad méze empirickd veda trochu neuvézene usidit, Ze to nie je mozné; o matematicky dokaz ale
nejde). Podla tejto terminoldgie je matematickd indukcia vZdy dplné, hoci nejde o iplni matematicki
indukciu v zmysle zavedenom vyssie.

Uloha 11. Dokézte vetu (s pouzitim vety .
Napoveda: nech V'(n) := V(ng) AV(ng+1) A... AV(n), potom...

Uloha 12. Dokéite, Ze kazdé prirodzené éfslo n > 2 mozno rozloZif na stiéin prvoéinitelov.

Uloha 13. Pod rozlomenim obdiinikovej tabulky ¢okolddy rozumieme jej rozdelenie (pozdii
priamky, ktord prechddza hranami medzi stvoréekmi) na dve obdlznfkové tabulky, ktoré dohro-
mady obsahuji rovnaky poéet §tvoréekov ako povodnd tabulka. Dokazte, ze kazdu obdlznikov
tabulku ¢okolddy o n € N\ {0} stvoréekoch mozno rozdelit na jednotlivé stvoréeky pomocou n—1
rozlomeni.

Uloha 14. (*) Dokézte predoslé tvrdenie bez pouzitia matematickej indukcie

1K Tubovolnej dvojici prirodzenych &isel m,n > 1 teda existuji koneéné mnoziny A, B C N také, ze |A| = m,
|[Bl=nal|A+B|=n+m—1.



Pri pouziti iplnej matematickej indukcie je éasto nutné dokdzat ,viacero baz indukcie“. Ide najmaé o tie
situdcie, kde sa v dokaze indukéného kroku odvoldvame na platnost asponi jedného vyroku V(n — j)
pre j > 1. Takyto dékaz indukéného kroku je vo vSeobecnosti nepripustny pre n také, ze n — j < no
(kde no ma vyznam z Vety, pretoze o V(n — j) v takom pripade vo v8eobecnosti nevieme vébec ni¢
(dokonca ani to, ¢i takyto vyrok ddva zmysel). Preto treba ,malé hodnoty* é&isla n oSetrif osobitne.
Citatel by iste dokézal upravif vetu [3|tak, aby brala na zretel aj tento pripad.

Uloha 15. Dokdite, ze pre vSetky n € N, n > 8 existuji a,b € N tak, ze plati n = 3a + 5b.
Uloha 16. Dokézte, ze pre vSetky n € N, n > 12 existuji a,b € N tak, ze plati n = 4a + 5b.

Uloha 17. Dokéite tvrdenia z predchadzajucich dvoch loh bez pouzitia uplnej matematickej
indukcie.

Fibonacciho éisla st definované nasledujicim rekurentnym predpisom:
Fy=0,
=1,

Foyo=Fop1+ Fn pre vietky n € N.

V nasledujiicom budeme pouzivat oznaéenia

_1+vs o= 1= V5
=3 =—3
Cislo © sa zvykne nazyvat zlaty rez.
Uloha 18. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati
1 n n
Fo=—= (9" =4").

V5
Uloha 19. Dokéite, 7e pre vietky n € N\ 0 plati
" =pF, + F,_1.
Uloha 20. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati

> Fy=Foa—1
k=0

Uloha 21. Dokéite:

a) Pre vsetky n € N plat{

ZFQk—H = Fy,40.
k=0

b) Pre vsetky n € N plati
Z Fop = Fopy1 — 1.
k=0

Uloha 22. Dokéizte, ze pre vietky n € N plati

Z F2 = F,F,.
k=0

Uloha 23. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati

1 1\" [ F.1 F,
1 0 o Fn Fn—l .



,»Veta“ 4. Pre vsetky a,b € N plati a = b.

,Dékaz“. Matematickou indukciou vzhladom na M := max{a,b}.

1° Pre M = 0 nutne a = b = 0 a tvrdenie plati.
2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre M = k. Ukézeme, ze plati aj pre M =k + 1.

Nech a,b € N su &isla také, ze max{a, b} = k + 1. Potom max{a — 1,b — 1} = k. Z indukéného
predpokladu teda vyplyva, ze platia — 1 =b— 1, a teda aj a = b. O

Uloha 24. N34jdite chybu v ,,dokaze* ,vety“

Hovorime, Ze linedrne usporiadand mnozina (X, <) je dobre usporiadand, ak kazda neprdzdna mnozina
A C X mé v usporiadani < najmensi prvok. Mnozina N je dobre usporiadanid — ide o jednu z
jej klcovych vlastnosti, ktord je ekvivalentnd principu matematickej indukcie (a teda méze byt
povazovand za jednu z axiém Peanovej aritmetiky prave namiesto principu matematickej indukcie).

V pripade, Ze sa pomocou matematickej indukcie d4 dokdzat pravdivost nejakého vyroku V(n) pre
vietky prirodzené ¢isla n > ng, je mozné rovnaké tvrdenie dokdzat aj s pouzitim principu dobrého
usporiadania. Staé{ za ti¢elom sporu predpokladat, ze mnozina A = {n € N | n > ng A =V(n)} je
neprizdna. V takom pripade m4 tdto mnoZina najmens{ prvok m. Zostdva dokdzat, Ze:

(z) Nemodze platif m = ng — to je zrejme ekvivalentné dékazu pravdivosti vyroku V(ng), a teda baze
matematickej indukcie.

(i) Ak m > no, tak nutne m — 1 € A, ¢o je spor s minimalitou m. Tu sa v skuto¢nosti dokazuje
iba implikécia ,ak =V (m), tak =V (m — 1), ¢o je obmena implikécie ,ak V(m — 1), tak V(m)*.
Ked'Zze m > ng, mozeme zaviest premennd n := m — 1, &m kone¢ne dostdvame implikaciu ,ak
V(n), tak V(n 4+ 1)“ z indukéného kroku.

Na doékaz s vyuZitim vlastnosti dobrého usporiadania mnoZiny N sa teda mozno divat ako na ,mate-
matickd indukciu sporom*.

Uloha 25. Z principu matematickej indukcie odvod'te vlastnost dobrého usporiadania mnoziny N.
Uloha 26. Z vlastnosti dobrého usporiadania mnoziny N odvod'te princip matematickej indukcie.

V nasledujiicej tilohe mozno pouzit napriklad indukciu vzhladom na n, pricom béza tejto indukcie sa
dokéze d'alsou indukciou, tentokrat vzhladom na k. Alternativne mozno tvrdenie dokazovat indukciou
vzhladom na k a bdzu dokdzat indukciou vzhladom na n.

Uloha 27. Uvazujme zobrazenie f: N> — N dané nasledovne:
f(0,0)

fn+1,k)
f(n,k+1)

2,
f(n, k) +2(n+k+2), Vn,k €N,
fn,k)+2(n+k+1), Vn,keN.

Dokazte, ze pre vsetky n,k € N plati

fnk)=(n+k+2?%—n—3k-2.



