
Cvičenie 2: Dirichletov prinćıp

Dirichletov prinćıp vo svojej základnej verzii vyjadruje jednoduché pozorovanie, že po priradeńı n
objektov do m < n priečinkov bude aspoň jeden priečinok obsahovat’ aspoň dva objekty. Ak teda
napŕıklad n holubov použ́ıva m < n holubńıkových dier, tak aspoň jednu z dier musia použ́ıvat’ najmenej
dva holuby (preto je niekedy reč aj o holubńıkovom prinćıpe, angl. Pigeonhole principle).

Priradenie n objektov do m priečinkov možno sformalizovat’ ako zobrazenie f : A→ B medzi konečnými
množinami A a B takými, že |A| = n a |B| = m. Základná verzia Dirichletovho prinćıpu potom hovoŕı,
že ak m < n, tak takéto zobrazenie nemôže byt’ injekt́ıvne.

Veta 1 (Dirichletov prinćıp). Nech A a B sú konečné množiny také, že |A| = n, |B| = m a n > m.
Potom neexistuje žiadne injekt́ıvne zobrazenie f : A→ B.

Defińıcia 1. Pre celé č́ısla a, b, d ṕı̌seme

a ≡ b (mod d)

a hovoŕıme, že a je kongruentné s b modulo d, pokial’ d | a− b, teda pokial’ a a b majú rovnaký zvyšok
po deleńı d. (Ako ste mohli vidiet’ na UDDŠ, ide o reláciu ekvivalencie na Z.)

Úloha 1. Majme 101 (nie nutne rôznych) trojciferných prirodzených č́ısel. Dokážte, že spomedzi
nich možno vybrat’ dve, ktoré sa zhodujú v posledných dvoch cifrách (dekadického zápisu).

Úloha 2. Predpokladajme, že Bratislava má 419678 obyvatel’ov, z ktorých žiaden nemá viac ako
1000 rokov. Dokážte, že aspoň dvaja Bratislavčania sa narodili v rovnaký deň rovnakého roku.

Úloha 3. Majme 2017 (nie nutne rôznych) prirodzených č́ısel a1, a2, . . . , a2017. Dokážte, že spo-
medzi nich možno vybrat’ dvojicu č́ısel ai a aj tak, že i 6= j a ai − aj ≡ 0 (mod 2016).

Úloha 4. Majme n + 1 (nie nutne rôznych) prirodzených č́ısel a1, a2, . . . , an+1, kde n ∈ N \ {0}.
Dokážte, že spomedzi nich možno vybrat’ č́ısla ai a aj tak, že i 6= j a ai − aj ≡ 0 (mod n).

Úloha 5. Majme 52 prirodzených č́ısel a1, . . . , a52, ktorých zvyšky po deleńı č́ıslom 100 sú po
dvoch rôzne. Dokážte, že spomedzi nich možno vybrat’ č́ısla ai a aj tak, že i 6= j a ai + aj ≡ 0
(mod 100).

Úloha 6. Majme 52 (nie nutne rôznych) prirodzených č́ısel a1, . . . , a52. Dokážte, že spomedzi nich
možno vybrat’ č́ısla ai a aj tak, že i 6= j a ai + aj ≡ 0 (mod 100) alebo ai − aj ≡ 0 (mod 100).

Úloha 7. Nech (a1, . . . , an) je konečná postupnost’ prirodzených č́ısel. Dokážte, že z nej možno
vybrat’ neprázdnu súvislú podpostupnost’ (ai+1, . . . , aj) (i < j) tak, aby bol súčet ai+1 + . . . + aj
členov tejto podpostupnosti delitel’ný č́ıslom n.

Úloha 8. Nech n ≥ 1 je prirodzené č́ıslo. Z množiny {1, . . . , 2n} vyberme l’ubovol’ných n + 1
(rôznych) č́ısel. Dokážte, že medzi vybranými č́ıslami musia existovat’ dve, ktoré majú rozdiel 1.

Úloha 9. Nech n ≥ 1 je prirodzené č́ıslo. Z množiny {1, . . . , 2n} vyberme l’ubovol’ných n + 1
(rôznych) č́ısel. Dokážte, že medzi vybranými č́ıslami musia existovat’ dve, z ktorých jedno deĺı to
druhé.

Úloha 10. Majme 2n−4 + 1 n-bitových binárnych vektorov (teda postupnost́ı núl a jednotiek).
Dokážte, že spomedzi nich možno vybrat’ dva, ktoré sa ĺı̌sia v najviac štyroch bitoch.

Úloha 11. Vo vnútri rovnostranného trojuholńıka o strane d́lžky 2 sa nachádza pät’ bodov.
Dokážte, že spomedzi nich možno vybrat’ dvojicu bodov, ktoré sú od seba vo vzdialenosti na-
najvýš 1.

Úloha 12. Vlk zje každý deň aspoň jednu ovcu, no najviac tri ovce. Medved’ zje každý deň aspoň
štyri ovce, no najviac sedem oviec. Dokážte, že v každom týždni existujú dva dni, ked’ bača utrṕı
rovnakú škodu.



Úloha 13. Počas deviatich kalendárnych týždňov zje vlk každý deň aspoň jednu ovcu, no v každom
z deviatich kalendárnych týždňov zje najviac 12 oviec. Dokážte, že existuje úsek po sebe idúcich
dńı, počas ktorého zje vlk presne 15 oviec.

Predmetom nasledujúcich cvičeńı sú určité kombinatorické konfigurácie, ku ktorým možno jednoznačne
priradit’ ich rád (prirodzené č́ıslo n ∈ N). Konfiguráciou rádu n môže byt’ napŕıklad postupnost’ n hodov
niekol’kými hraćımi kockami alebo umiestnenie n figúrok na šachovnicu.

Nasledujúce zadania navyše majú vlastnost’, že istá situácia v nich nutne nastáva pre všetky konfigurácie
rádu n ≥ n0, kým pre konfigurácie rádu n < n0 táto situácia v aspoň jednom pŕıpade nenastáva
(zo zadania je väčšinou l’ahko vidiet’, že takáto

”
prahová hodnota“ n0 skutočne existuje). Úlohou je

zakaždým nájst’ najmenšie n také, že daná situácia nastáva pre všetky konfigurácie rádu n (hodnotu n0),
pŕıpadne najväčšie n také, že daná situácia ešte pre niektorú konfiguráciu rádu n nenastáva (n0 − 1).

Dôkaz, že hodnota x ∈ N je skutočne hl’adaným n0 (resp. n0 − 1) pozostáva z dvoch čast́ı:

(i) Treba dokázat’, že x ≤ n0 (resp. x ≤ n0 − 1) a x je tak dolným odhadom n0 (resp. n0 − 1): pre
x− 1 (resp. pre x) ešte daná situácia v aspoň jednej konfigurácii nenastáva.

(ii) Treba tiež dokázat’, že x ≥ n0 (resp. x ≥ n0 − 1) a x je tak horným odhadom n0 (resp. n0 − 1):
pre x (resp. pre x + 1) muśı daná situácia nutne nastat’ vo všetkých konfiguráciách.

Dôkaz nerovnosti (i) je väčšinou pomerne jednoduchý, ked’že stač́ı pŕıst’ s konkrétnym pŕıkladom kon-
figurácie rádu x− 1 (resp. x), pre ktorú daná situácia nenastáva. Na dôkaz nerovnosti (ii) je zvyčajne
potrebné využit’ Dirichletov prinćıp.

V šachových úlohách budeme hovorit’, že dve figúrky sa ohrozujú práve vtedy, ked’ jedna z nich vie
urobit’ t’ah na poźıciu obsadenú druhou z nich. Môžu sa teda ohrozovat’ aj dve figúrky rovnakej farby.

Úloha 14. Kol’ko najmenej hodov dvoma hraćımi kockami je nutných na to, aby zaručene aspoň
dvakrát padol rovnaký súčet?

Úloha 15. Kol’ko najmenej hodov k hraćımi kockami je nutných na to, aby zaručene aspoň dvakrát
padol rovnaký súčet?

Úloha 16. Kol’ko najviac vež́ı možno umiestnit’ na (štandardnú) šachovnicu tak, aby sa žiadne
dve neohrozovali?

Úloha 17. Kol’ko najviac koňov možno umiestnit’ na (štandardnú) šachovnicu tak, aby sa žiadni
dvaja neohrozovali?

Úloha 18. Kol’ko najviac strelcov možno umiestnit’ na (štandardnú) šachovnicu tak, aby sa žiadni
dvaja neohrozovali?

Úloha 19. Kol’ko najviac bielych pešiakov možno umiestnit’ na (štandardnú) šachovnicu tak, aby
sa žiadni dvaja neohrozovali (za predpokladu, že biely pešiak môže stát’ aj v ôsmom rade)?

Úloha 20. Špecializovaný strelec-expert je šachová figúrka, ktorá sa môže hýbat’ iba po dia-
gonálach rovnobežných s diagonálou a1--h8. Pŕıpustné sú teda práve všetky t’ahy po diagonále
v smere

”
doprava hore“ alebo

”
dol’ava dole“. Kol’ko najviac špecializovaných strelcov-expertov

možno umiestnit’ na (štandardnú) šachovnicu tak, aby sa žiadni dvaja neohrozovali?

Úloha 21. Prehnane iniciat́ıvny strelec je šachová figúrka, ktorej jeden t’ah pozostáva z l’ubovol’ného
nenulového počtu t’ahov bežného strelca. Kol’ko najviac prehnane iniciat́ıvnych strelcov možno
umiestnit’ na (štandardnú) šachovnicu tak, aby sa žiadni dvaja neohrozovali?

Veta 2 (Frekvenčná forma Dirichletovho prinćıpu). Nech A a B sú konečné množiny také, že |A| = n,
|B| = m ≥ 1 a n/m > r − 1 pre nejaké r ∈ N. Potom pre l’ubovol’né zobrazenie f : A → B existuje
prvok b ∈ B taký, že f(a) = b pre aspoň r rôznych prvkov a ∈ A.

Úloha 22. Dokážte, že pri devätnástich hodoch hracou kockou muśı aspoň štyrikrát padnút’

rovnaké č́ıslo.



Úloha 23. Kol’ko najmenej hodov dvoma hraćımi kockami je nutných na to, aby zaručene aspoň
štyrikrát padol rovnaký súčet?

Úloha 24. Kol’ko najmenej hodov k hraćımi kockami je nutných na to, aby zaručene aspoň
štyrikrát padol rovnaký súčet?

Úloha 25. Dokážte, že z l’ubovol’ného rozostavenia 33 vež́ı na (štandardnej) šachovnici možno
vybrat’ pät’ vež́ı tak, aby sa žiadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, čo zo šachovnice
ostránime zvyšné nevybrané veže.

Úloha 26. Dokážte, že z l’ubovol’ného rozostavenia k ∈ {0, 1, . . . , 64} vež́ı na (štandardnej)
šachovnici možno vybrat’ dk/8e vež́ı tak, aby sa žiadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom,
čo zo šachovnice ostránime zvyšné nevybrané veže.

Úloha 27. Dokážte, že z l’ubovol’ného rozostavenia deviatich strelcov na (štandardnej) šachovnici
možno vybrat’ dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali, a to ani potom, čo zo šachovnice ostránime
zvyšných nevybraných strelcov. Nájdite vhodné zovšeobecnenie tohto tvrdenia pre k ∈ {0, 1, . . . , 64}
strelcov.

Úloha 28. Nájdite chybu v nasledovnom riešeńı úlohy 17.

Kôň na bielom poĺıčku šachovnice ohrozuje iba čierne poĺıčka a kôň na čiernom poĺıčku ohrozuje iba biele
poĺıčka. Preto ked’ umiestnime 32 koňov na biele poĺıčka, tak sa nebudú ohrozovat’. Ak by sme umiestňovali
33 koňov, tak z Dirichletovho prinćıpu by musel byt’ jeden kôň na čiernom poĺıčku a ten by bol ohrozovaný.
Preto najviac môžeme umiestnit’ 32 koňov.

Ako riešit’ a ako sṕısat’ riešenie

Najviac priamočiare použitie Dirichletovho prinćıpu vyzerá zhruba takto:

1. Preč́ıtame si zadanie a zist́ıme, kol’ko prvkov máme nájst’ a s akou vlastnost’ou. Prvky budú naše
holuby.

2. Odhadneme, kol’ko holubńıkov (množ́ın) chceme mat’, (formálne vel’kost’ množiny, do ktorej bu-
deme definovat’ zobrazenie).

3. Pokial’ v zadańı vyberáme niekol’ko prvkov z nejakej množiny (č́ısla, poĺıčka zo šachovnice),
rozdeĺıme východziu množinu na niekol’ko množ́ın – holubńıkov. Pre každú z týchto množ́ın muśı
platit’, že l’ubovol’né dva prvky z nej musia mat’ hl’adanú vlastnost’. Rozdelenie hl’adáme skúšańım,
kresleńım, ako by to mohlo vyzerat’, čo by množiny mohli obsahovat’.

4. Sṕı̌seme riešenie.

Samozrejme, sú úlohy, napr. úloha 7, v ktorých treba použit’ Dirichletov prinćıp viac sofistikovane a na
prvý pohl’ad nie je jasné, čo budú holuby a čo holubńıky.

Riešenie úlohy 9 (Pre n = 10.) Rozložme si množinu M = {1, 2, . . . , 20} nasledovne:

M1 = {1, 2, 4, 8, 16},
M2 = {3, 6, 12},
M3 = {5, 10, 20},
M4 = {7, 14},

M5 = {9, 18},
M6 = {11},
M7 = {13},
M8 = {15},

M9 = {17},
M10 = {19}.

Vid́ıme1, že ak z l’ubovol’nej množiny Mi vyberieme dva prvky, tak jeden bude delit’ druhý. Ked’že z
množiny M vyberáme 11 č́ısel, ale máme iba 10 množ́ın, tak z Dirichletovho prinćıpu muśıme vybrat’

dve č́ısla a, b z tej istej množiny Mi. Vd’aka našej vol’be množ́ın Mi pre tieto dve č́ısla a, b plat́ı, že
jedno deĺı druhé. Tým sme dokázali, čo sme mali.



Viac formálny záver Nech f je zobrazenie, ktoré každému č́ıslu x z 11 vybraných č́ısel prirad́ı
také i ∈ {1, . . . , 10}, že x ∈ Mi. Ked’že 11 > 10, tak z Dirichletovho prinćıpu máme, že zobrazenie f
nemôže byt’ injekt́ıvne. Preto existujú dve vybrané č́ısla, ktoré patria do tej istej množiny Mi. Vd’aka
našej vol’be množ́ın Mi muśı jedno z nich delit’ druhé.



Nápovedy k riešeniam

5 Rozdel’te si č́ısla podl’a zvyškov: {0}, {1, 99}, . . . , {49, 51}, {50}

6 Ak majú č́ısla navzájom rôzne zvyšky, je to predchádzajúca úloha. Čo ak niektoré dve č́ısla majú
rovnaký zvyšok?

8 Rozdel’te si č́ısla {1, 2}, {3, 4}, . . . , {2n− 1, 2n}

9 Každému č́ıslu prirad’te jeho najväčšieho nepárneho delitel’a.

10 Prirad’te vekotru jeho posledné 4 bity.

11 Rozdel’te si trojuholńık strednými priečkami na štyri menšie trojuholńıky.

12 Spoč́ıtajte, kol’ko rôznych škôd môže bača utrpiet’ v daný deň.

13 Nájdite najprv súvilsý úsek dńı, počas ktorého vlk zje počet oviec delitel’ný 15-timi. Nie je na
to 9 týždňov vel’a? Môže to byt’ iný násobok 15-tich ako práve 15?

14 12

15 5k + 2

16 8, K: diagonála, O: rozdel’te si si šachovnicu na st́lpce.

17 32, K: čierne poĺıčka, O: rozdel’te si šachovnicu na dvojice poĺıčok, z ktorých sa kone navzájom
ohrozujú

18 14, K: prvý a posledný riadok bez dvoch rohov, O: rozdel’te si šachovnicu na 14 oblast́ı po
uhlopriečkach (s malou obmenou)

19 32

20 15, O: rozdel’te si šachovnicu na uhlopriečky rovnobežné s a1--h8.

21 2, na každej farbe vie byt’ len jeden

22 19/6 > 3, preto jedno č́ıslo muśı padnút’ aspoň 4-krát

23 34

24 15k + 4

25 Rozdel’te si šachovnicu na 8
”
uhlopriečok“ po 8 poĺıčok – ak uhlopriečka naraźı na stranu

štvorca, tak pokračuje z druhej strany.

27 Rozdel’te si šachovnicu po st́lpcoch.


