Cvicenie 2: Dirichletov princip

Dirichletov princip vo svojej zakladnej verzii vyjadruje jednoduché pozorovanie, ze po priradeni n
objektov do m < n prie¢inkov bude aspon jeden prie¢inok obsahovat asponi dva objekty. Ak teda
napriklad n holubov pouZiva m < n holubnikovych dier, tak aspoii jednu z dier musia pouzivat najmenej
dva holuby (preto je niekedy re¢ aj o holubnikovom principe, angl. Pigeonhole principle).

Priradenie n objektov do m prie¢inkov mozno sformalizovat ako zobrazenie f : A — B medzi koneénymi
mnozinami A a B takymi, ze |A| = n a |B| = m. Zékladné verzia Dirichletovho principu potom hovori,
7e ak m < n, tak takéto zobrazenie neméze byt injektivne.

Veta 1 (Dirichletov princip). Nech A a B st koneéné mnozZiny také, Ze |A| =n, |B| =m an > m.
Potom neexistuje Ziadne injektivne zobrazenie f: A — B.

Definicia 1. Pre celé &isla a, b, d piSeme
a=b (mod d)

a hovorime, 7e a je kongruentné s b modulo d, pokial d | a — b, teda pokial @ a b maji rovnaky zvysok
po delen{ d. (Ako ste mohli vidief na UDDS, ide o reldciu ekvivalencie na Z.)

Uloha 1. Majme 101 (nie nutne roéznych) trojcifernych prirodzenych éisel. Dokazte, Ze spomedzi
nich mozno vybrat dve, ktoré sa zhoduji v poslednych dvoch cifrach (dekadického zéapisu).

Uloha 2. Predpokladajme, Ze Bratislava m4 419678 obyvatelov, z ktorych Ziaden nem4 viac ako
1000 rokov. Dokazte, ze aspon dvaja Bratislavéania sa narodili v rovnaky den rovnakého roku.

Uloha 3. Majme 2017 (nie nutne roznych) prirodzenych &isel ag,as, . .., aso17. Dokdzte, ze spo-
medzi nich mozno vybrat dvojicu ¢isel a; a a; tak, ze i # j a a; —a; =0 (mod 2016).

Uloha 4. Majme n + 1 (nie nutne roznych) prirodzenych ésel ay, as, . . ., anp1, kde n € N\ {0}.
Dokazte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a a; —a; =0 (mod n).

Uloha 5. Majme 52 prirodzenych ¢&isel aq,. .., a5z, ktorych zvysky po deleni ¢islom 100 st po
dvoch rozne. Dokdzte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j aa; +a; =0
(mod 100).

Uloha 6. Majme 52 (nie nutne réznych) prirodzenych ¢isel ay, . . ., ase. Dokézte, ze spomedzi nich
mozno vybrat &sla a; a a; tak, ze i # j a a; + a; =0 (mod 100) alebo a; — a; =0 (mod 100).

Uloha 7. Nech (a1,...,a,) je koneénd postupnost prirodzenych &sel. Dokézte, Ze z nej mozno
vybrat neprdzdnu sdvisli podpostupnost (a;+1,...,a;) (i < j) tak, aby bol stcet a;+1 + ...+ a;
¢lenov tejto podpostupnosti delitelny &islom n.

Uloha 8. Nech n > 1 je prirodzené &fslo. Z mmoziny {1,...,2n} vyberme Tubovolnych n + 1
(roznych) &isel. Dokézte, ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré maji rozdiel 1.

Uloha 9. Nech n > 1 je prirodzené &fslo. Z mnoziny {1,...,2n} vyberme Tubovolnych n + 1
(roznych) ¢isel. Dokédzte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, z ktorych jedno delf to
druhé.

Uloha 10. Majme 2"~% + 1 n-bitovych bindrnych vektorov (teda postupnost{ nil a jednotiek).
Dokézte, ze spomedzi nich mozno vybrat dva, ktoré sa liSia v najviac $tyroch bitoch.

Uloha 11. Vo vniitri rovnostranného trojuholnika o strane dizky 2 sa nachadza pif bodov.
Dokézte, e spomedzi nich mozno vybraf dvojicu bodov, ktoré si od seba vo vzdialenosti na-
najvys 1.

Uloha 12. VIk zje kazdy deii aspon jednu ovcu, no najviac tri ovce. Medved zje kazdy deii aspon
Styri ovee, no najviac sedem oviec. Dokéite, Ze v kazdom tyzdni existuji dva dni, ked baéa utrpi
rovnaku skodu.



Uloha 13. Pocas deviatich kalendarnych tyzdnov zje vlk kazdy den aspon jednu ovcu, no v kazdom
z deviatich kalendarnych tyzdnov zje najviac 12 oviec. Dokazte, ze existuje tsek po sebe idtcich
dni, pocas ktorého zje vlk presne 15 oviec.

Predmetom nasledujicich cviéeni su urcité kombinatorické konfiguracie, ku ktorym mozno jednoznaéne
priradit ich rad (prirodzené &islo n € N). Konfigurdciou radu n méze byt napriklad postupnost n hodov
niekolkymi hracimi kockami alebo umiestnenie n figtirok na Sachovnicu.

Nasledujice zadania navyse maji vlastnost, Ze istd situdcia v nich nutne nastdva pre vietky konfiguracie
radu n > no, kym pre konfiguricie radu n < no tato situdcia v aspon jednom pripade nenastdva
(zo zadania je viésinou lahko vidiet, Ze takato ,prahovd hodnota® mg skutoéne existuje). Ulohou je
zakazdym ndjst najmensie n také, ze dana situdcia nastéva pre vietky konfiguracie rddu n (hodnotu ng),
pripadne najvicsie n také, ze dand situdcia este pre niektoru konfigurdciu rddu n nenastdva (no — 1).

Dékaz, Ze hodnota = € N je skutoéne hladanym ng (resp. no — 1) pozostéva z dvoch casti:
(i) Treba dokézat, ze x < ng (resp. z < no — 1) a x je tak dolnym odhadom ng (resp. no — 1): pre
2 — 1 (resp. pre x) eSte dand situdcia v aspon jednej konfigurdcii nenastéva.
(i1) Treba tiez dokazat, ze © > ng (resp. * > no — 1) a z je tak hornym odhadom ng (resp. no — 1):

pre x (resp. pre x + 1) musf dand situdcia nutne nastat vo vsetkych konfiguraciach.

Dékaz nerovnosti (i) je viésinou pomerne jednoduchy, ked'Ze sta¢i prist s konkrétnym prikladom kon-
figurdcie rddu « — 1 (resp. x), pre ktorti dand situdcia nenastdva. Na dokaz nerovnosti (i7) je zvycajne
potrebné vyuzit Dirichletov princip.

V 8achovych tlohdch budeme hovorit, ze dve figlirky sa ohrozuji prave vtedy, ked jedna z nich vie
urobif fah na poziciu obsadend druhou z nich. Mézu sa teda ohrozovat aj dve figirky rovnakej farby.

Uloha 14. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon
dvakrat padol rovnaky sicet?

Uloha 15. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon dvakrat
padol rovnaky sucet?

Uloha 16. Kolko najviac vezi mozno umiestnif na (standardni) Sachovnicu tak, aby sa ziadne
dve neohrozovali?

Uloha 17. Kolko najviac koiov mozno umiestnit na (Standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 18. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na (standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 19. Kolko najviac bielych pesiakov moZno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby
sa ziadni dvaja neohrozovali (za predpokladu, Ze biely pesiak moze staf aj v 6smom rade)?

Uloha 20. Specializovany strelec-expert je Sachova figirka, ktord sa moéze hybatf iba po dia-
gonalach rovnobeznych s diagondlou al--h8. Pripustné su teda prave vsetky tahy po diagonile
v smere ,,doprava hore“ alebo ,dolava dole“. Kolko najviac $pecializovanych strelcov-expertov
moZno umiestnit na (§tandardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 21. Prehnane iniciativny strelec je sachové figirka, ktorej jeden tah pozostéva z lubovolného
nenulového poétu tahov bezného strelca. Kolko najviac prehnane iniciativnych strelcov mozno
umiestnif na (§tandardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Veta 2 (Frekvenénd forma Dirichletovho principu). Nech A a B si koneéné mnoZiny také, Ze |A| = n,
|IBl=m >1an/m >r—1 pre nejaké r € N. Potom pre lubovolné zobrazenie f: A — B existuje
prvok b € B taky, Ze f(a) = b pre asponi v roznych prvkov a € A.

Uloha 22. Dokéaite, ze pri deviitnastich hodoch hracou kockou musi aspoi styrikrat padnif
rovnaké ¢islo.



Uloha 23. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zaruc¢ene aspon
styrikrat padol rovnaky stucet?

Uloha 24. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon
Styrikrat padol rovnaky sicet?

Uloha 25. Dokéite, Ze z Iubovolného rozostavenia 33 vezi na (Standardnej) Sachovnici mozno
vybraf piaf vezi tak, aby sa Ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, éo zo Sachovnice
ostranime zvy$né nevybrané veze.

Uloha 26. Dokézte, ze z lubovolného rozostavenia k € {0,1,...,64} vezi na (Standardnej)
sachovnici mozno vybrat [k/8] vezi tak, aby sa Ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom,
¢o zo Sachovnice ostranime zvysné nevybrané veze.

Uloha 27. Dokéite, ze z lubovolného rozostavenia deviatich strelcov na (standardnej) Sachovnici
mozno vybrat dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice ostranime
zvysnych nevybranych strelcov. Njdite vhodné zovseobecnenie tohto tvrdenia pre k € {0,1,...,64}
strelcov.

Uloha 28. N3gjdite chybu v nasledovnom rieSeni tilohy

Kon na bielom policku sachovnice ohrozuje iba ¢ierne policka a kon na ¢iernom policku ohrozuje iba biele
poli¢ka. Preto ked umiestnime 32 kotiov na biele poli¢ka, tak sa nebudi ohrozovat. Ak by sme umiestiiovali
33 kotiov, tak z Dirichletovho principu by musel byt jeden kofi na éiernom policku a ten by bol ohrozovany.
Preto najviac méZeme umiestnit 32 kotov.

. ~ e 9 ’, 9 . ~ .
Ako riesit a ako spisat riesenie
Najviac priamociare pouzitie Dirichletovho principu vyzera zhruba takto:

1. Preéitame si zadanie a zistime, kolko prvkov mame néjst a s akou vlastnostou. Prvky budi nase
holuby.

2. Odhadneme, kolko holubnikov (mnozin) chceme mat, (forméalne velkost mnoziny, do ktorej bu-
deme definovat zobrazenie).

3. Pokial v zadani vyberdme niekolko prvkov z nejakej mnoziny (&isla, poli¢ka zo Sachovnice),
rozdelime vychodziu mnozinu na niekolko mnozin — holubnikov. Pre kazdi z tychto mnozin mus{
platit, ze lubovolné dva prvky z nej musia mat hladani vlastnost. Rozdelenie hladdme sktsanim,
kreslenim, ako by to mohlo vyzerat, ¢o by mnoziny mohli obsahovat.

4. SpiSeme rieSenie.

Samozrejme, st ulohy, napr. ﬁloha v ktorych treba pouzit Dirichletov princip viac sofistikovane a na,
prvy pohlad nie je jasné, éo budi holuby a ¢o holubniky.

Riesenie ulohy [9] (Pre n = 10.) Rozlozme si mnozinu M = {1,2,...,20} nasledovne:

M; = {1,2,4,8,16}, Ms = {9,18}, M, = {17},
M, = {3,6,12}, Mg = {11}, Mo = {19}.
Ms = {5,10,20}, M; = {13},
M, = {7,14}, Mg = {15},

Vidimd!] ze ak z Tubovolnej mnoziny M; vyberieme dva prvky, tak jeden bude delif druhy. Ked'ze z
mnoziny M vyberame 11 &isel, ale mame iba 10 mnozin, tak z Dirichletovho principu musime vybrat
dve ¢&isla a, b z tej istej mnoziny M;. Vdaka nasej volbe mnozin M; pre tieto dve &isla a, b plati, ze
jedno deli druhé. Tym sme dokazali, ¢o sme mali.




Viac formalny zaver Nech f je zobrazenie, ktoré kazdému &islu z z 11 vybranych éisel priradi
také i € {1,...,10}, 7ze € M;. KedZe 11 > 10, tak z Dirichletovho principu méme, 7Ze zobrazenie f
nemdze byt injektivne. Preto existuji dve vybrané éisla, ktoré patria do tej istej mnoziny M;. Vd'aka
nasej volbe mnozin M; musf jedno z nich delit druhé.



Napovedy k rieseniam
5 Rozdelte si éisla podla zvyskov: {0}, {1,99},...,{49,51}, {50}

6 Ak maju ¢isla navzajom rézne zvysky, je to predchadzajiica tloha. Co ak niektoré dve ¢isla maji
rovnaky zvysok?

8 Rozdelte si ¢isla {1,2},{3,4},...,{2n — 1,2n}

9 Kazdému éislu prirad’te jeho najvicsieho neparneho delitela.

10 Prirad'te vekotru jeho posledné 4 bity.

11 Rozdelte si trojuholnik strednymi prieckami na Styri mensie trojuholniky.
12 Spocitajte, kolko réoznych §kod moéze baca utrpiet v dany den.

13 Néjdite najprv stvilsy tsek dni, pocas ktorého vlk zje pocet oviec delitelny 15-timi. Nie je na
to 9 tyzdiiov vela? MoéZe to byt iny nasobok 15-tich ako prave 157

14 12
15 5k + 2
16 8, K: diagondla, O: rozdelte si si Sachovnicu na stipce.

17 32, K: &ierne policka, O: rozdelte si Sachovnicu na dvojice poli¢ok, z ktorych sa kone navzajom
ohrozuji

18 14, K: prvy a posledny riadok bez dvoch rohov, O: rozdelte si Sachovnicu na 14 oblasti po
uhloprieckach (s malou obmenou)

19 32

20 15, O: rozdelte si sachovnicu na uhloprieéky rovnobezné s al--h8.
21 2, na kazdej farbe vie byt len jeden

22 19/6 > 3, preto jedno &fslo musi padnit aspon 4-krét

23 34

24 15k +4

25 Rozdelte si Sachovnicu na 8 ,uhlopriecok” po 8 poli¢ok — ak uhloprietka narazi na stranu
Stvorca, tak pokracuje z druhej strany.

27 Rozdelte si Sachovnicu po stipcoch.



