Cviéenie 4: Standardné kombinatorické konfiguricie

Veta 1 (Pravidlo sti¢tu). Nechn € N a X1, Xo,..., X, st po dvoch disjunktné koneéné mnoZiny. Nech
X je ich zjednotenie,

X:XluXQU...UXn:UXk.

k=1
Potom .
X = |X1| + [ Xo| + ...+ [ Xa| =D | Xxl.
k=1
Veta 2 (Pravidlo sti¢inu). Nechn € N, n > 1 a X1, Xo, ..., X, st lubovolné koneéné mnoZiny. Potom
[ X1 % X %o X Xp| = [Xa| - [ Xo| - [ Xa| = ] IX].
k=1

Pripominame, Ze v pripade totoznych mnoZin moézeme kartezidnsky sicin n totoZznych mnozin X zapisat
ako X" = X X X x --- x X. Z pravidla si¢inu teda mame |X"| = | X|".
| —

n-krat

Veta 3 (Zovseobecnené pravidlo siéinu, neformélna verzia). Nech X je koneénd mnozZina. Nech A C
X* k> 2, je podmnoZina kartezidnskeho sicinu X*, ktorej proky oznacime (z1,22,...,7K) a ktord
splnia podmienky:

(1) prvok x1 je mozné z mnoZiny X wvybraf ni spésobmi;

(2) pre kazdé i € {1,...,k — 1}, po akomkolvek vijbere usporiadanej i-tice (x1,T2,...,x;) je moiné
prvok x;11 vybrat vidy ni11 spésobmi.

Potom |[A|=n1-ng -+~ nk.

Ak by sme chceli vetu [3| formulovat tiplne formalne, tak to vieme spravit na $tyl toho, ako vieme zapisat
mnozinu v8etkych 4-cifernych ¢isel, v ktorych sa cifry neopakuji:

{(a,b,¢,d); a € C —{0},be C —{a},ce C —{a,b},de C —{a,b,c}},

kde C = {0,1,...,9} je mnozina cifier. Prvky a, b, ¢, d tak neberieme z pevnych mnozin ako pri
pravidle st¢inu, ale volime ich z mnoziny, ktord je uréend volbou predoslych prvkov. Napr. prvok c
vyberdme z mnoziny C' — {a, b}, ktorej konkrétna podoba zdvisi od vyberu a, b, aviak nie od vyberu
d. (Pripominame, ze je dolezité, ze jej pocet prvkov nezdvisi na tom, aké a, b zvolime.) Mnozinu typu
C —{a,b} formélne vyjadrime ako mnozinu M, ;, ktoré méze byt pre rozne volby a, b in4.

Veta 4 (Zovseobecnené pravidlo si¢inu). Nech X, M st konecné mnoziny, k > 2 a nech pre kaZdi
usporiadani i-ticu (z1,2,...,x;) € X', kdei € {1,...,k — 1}, mdme mnozinu My, ... z,, pricom si
splnené podmienky::

,,,,,

(1) [M] = n1;

(2) pre kazdé i € {1,...,k — 1} a kazdi usporiadanii i-ticu (z1,x2,...,x;) € X platd
|le ,,,,, zl| = Ni+1-

|{(5131,172, Ce ,l’k); r1 € M, (VZ S {1,2, vk — 1})(ZEZ'+1 S Mzhm,zi)}‘ =Mni-Ng----- Ng.

Zovseobecnené pravilo siéino vieme pouzit aj v pripade, ak poéitame prvky kartezidnskeho stéinu
roznych mnozin X; x Xa X --- x Xi. Vtedy ndm sta¢f zvolit vo vete X = X; U Xo U -+ - U Xp.

Definicia 1 (Varidcie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je kone¢nd mnozina takd, ze |B| = n.
Varidciou s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme lubovolné zobrazenie f: A — B,
¢ize prvok mnoziny B,



Veta 5. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, e |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet
k

varidcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnozZiny B je n”.
Definicia 2 (Varidcie bez opakovania). Nech A = {1,...,k} a B je konetnd mnozina takd, ze |B| = n.
Varidciou bez opakovania k-tej triedy z n prokov mnoZiny B nazveme lubovolné injektivne zobrazenie
f:A— B.

Veta 6. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet
varidcii bez opakovania k-tej triedy z n prokov mnoZiny B je

k—1

nk::n-(n—l)-..u(n—k—&—l):H(n—j).

=0

Uloha 1. Najnovsi model lopaty vyrabaji v siestich vykonnostnych a v troch energetickych
kategoriach, pricom ku kazdej z vykonnostnych kategorii je k dispozicii kazda z energetickych
kategérii. Kolko variantov je na trhu celkovo?

Uloha 2. Kolko existuje vietkych postupnosti dizky 5 zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré obsa-
huji dva po sebe idtice vyskyty pismena b a ziaden d'alsi vyskyt pismena b?

Uloha 3. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X?

Uloha 4. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vietkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré zacinaju parnym cislom?

Uloha 5. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vSetkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré za¢inaji neparnym cislom?

Uloha 6. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré maju vsetky prvky rozne?

Uloha 7. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré maju vsetky prvky rozne a sucasne zac¢inaji parnym ¢islom?

Uloha 8. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych aspont 97-prvkovych postupnosti prvkov z
mnoziny X, ktoré maja vsetky prvky rozne?

Uloha 9. V Sportke sa ahs 7 ¢fsel zo 49. Kolko existuje roznych tahov, ak zdlez na poradi
vytiahnutych ¢éisel?

Uloha 10. Mame n > 7 knih, ale len 7 volnych miest na policke. Kolko méme moZnosti na
ulozenie knih na prazdne miesta?

Uloha 11. Kolko prvkov obsahuje mnozina X takd, ze pocet varidcii bez opakovania druhej triedy
z prvkov X je 2407

Uloha 12. Mdme mnozinu, ktord mé x prvkov. Ak sa pocet jej prvkov zviacsi o 2, tak pocet
variacii bez opakovania tretej triedy z jej prvkov sa zvicsi o 384. Najdite x.

Definicia 3 (Permutédcie bez opakovania). Nech A = {1,...,n} a B je konetnd mnozina takd, ze
|B| = n. Permutdciou mnoZiny B nazveme Tubovolné bijektivne zobrazenie f: A — B, &iZe varidciu
bez opakovania n-tej triedy z n-prvkov mnoziny B.

Veta 7. Nech B je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Pocet permutdcii mnoZiny B je

n—1

n! ::nﬂ::n-(n—l)u.ml:H(n—k).

k=0




—  Uloha 13. Kolkymi sposobmi mozno ofarbif policka tvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby v kazdom riadku aj stipci bolo prave jedno ¢ierne policko?

Uloha 14. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 100-prvkovych postupnost{ prvkov z
mnoziny X, ktoré maju vsetky prvky rozne a sicasne zacinaji parnym cislom?

Nech A je koneénd mnozina. Zjavne existuje bijekcia medzi podmnozinami mnoziny A a zobrazeniami
f+ A — {0,1}: ku kazdej podmnozine B C A totiz mozeme definovat jej charakteristické zobrazenie
xB: A—{0,1} ako

1 akzeB

xB(z) = { 0 inak pre vietky z € A
a naopak, ku kazdému zobrazeniu f: A — {0,1} vieme definovat jeho nosi¢ ako mnozinu

supp(f) = {z € A | f(a) # 0}.

Lahko vidiet, Ze obe priradenia B + xp a f + supp(f) st injektivne (v skutoénosti ide dokonca
o navzajom inverzné bijekcie). Podmnozin koneénej mnoziny A je teda presne tolko, ¢o prvkov mnoziny
{0, 1}A. Z pravidla mocnenia potom dostdvame:

Désledok 1. Nech A je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |A| = n. Potom

|2(4)] = {0, 1} = 21! = 2.

Z tohto dévodu sa potenénd mnozina P (A) Casto zvykne oznacovaf aj ako 2.

— Uloha 15. Kolkymi spdsobmi moze vi¢ia svorka zjest blizsie neuréeny pocet z celkového poctu
100 (rozlisitelnych) oviec?

Definicia 4 (Kombindcie bez opakovania). Nech B je konetnd mnozina takd, ze |B| = n a nech
k € N. Kombindciou bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme lubovolnd k-prvkovi
podmnozinu mnoziny B.

Mnozina vSetkych k-prvkovych podmnozin konetnej mnoziny B — Cize mnozina vSetkych kombindcii
k-tej triedy z B — sa zvykne oznacovat ako & (B) alebo ako (f )

Veta 8. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, e |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Poédet
kombindcii bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoziny B je

%(Bn:‘(f) _ <n> _noD) (k4D _nk

. —
Ak navyse k < n, tak

k-(k—1)-...-1 TR
n n!
k)~ (n—k)Wk

— Uloha 16. V hre Mates sa tahd 5 ¢isel z 35. Kolko existuje roznych tahov, ak nezdlezi na poradi
vytiahnutych ¢isel?

— Uloha 17. V Sportke sa tah4 7 &isel zo 49. Z nich je Sest ¢isel riadnych a jedno dodatkové. Kolko
existuje roznych tahov, ak nezalezi na poradi vytiahnutych riadnych &isel, ale zalezi na rozdiele
medzi riadnym a dodatkovym ¢islom?

— Uloha 18. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a, b}, ktoré obsahuji rovnaky
pocet oboch pismen?

Uloha 19. Kolko je 20-prvkovych postupnost{ zlozenych z pismen {a, b}, ktoré obsahuji prave 7
vyskytov pismena a?



Uloha 20. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a, b, ¢}, ktoré obsahuji prave
7 vyskytov pismena a?

Uloha 21. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a, b, ¢}, ktoré obsahuji prave
6 alebo 7 vyskytov pismena a?

Uloha 22. Kolkymi spésobmi mozno ofarbit poli¢ka stvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby bol v kazdom riadku pérny pocet bielych policok?

Uloha 23. Kolkymi spésobmi mozno ofarbit policka §tvorcovej mriezky o rozmeroch 2n x 2n
dvoma farbami (bielou a &ernou) tak, aby v kazdom riadku bolo rovnako vela bielych a ¢iernych
policok?

Uloha 24. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka stvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby bol v kazdom riadku aj stlpci parny pocet bielych policok?

V nasledujucich tlohdch rozumieme pod kartou usporiadand dvojicu (¢,n) € F x H, kde
F= {0707*7¢} a H= {2737475567778795 107J5Q7K7A}'

Prvky mnoziny F' nazyvame farby a prvky mnoziny H hodnoty. Mnozina hodndt je linedrne usporiadana
usporiadanim 2 <3 <4 <5<6<7<8<9<10<J < Q<K < A. Pod pokrovou kombindciou
rozumieme ubovolni mnozinu piatich (réznych) kariet.

Uloha 25. Kolko je v8etkych pokrovych kombinécii?

Uloha 26. Kolko je véetkych pokrovych kombindcii, z ktorych mozno vytvorif postupku piatich
kariet rovnakej farby (straight flush)?

Uloha 27. Kolko je vietkych pokrovych kombinécif obsahujicich styri karty s rovnakym &fslom?

Uloha 28. Kolko je v8etkych pokrovych kombindcii obsahujicich tri karty s ¢islom x a dve karty
s ¢islom y # x (full house)?

Uloha 29. Kolko je v8etkych pokrovych kombinécii inych ako full house?

Uloha 30. Kolko je v8etkych pokrovych kombinécii, v ktorych majui vsetky karty rovnaki farbu
(flush)?

Uloha 31. Kolko je vsetkych pokrovych kombinécii, z ktorych mozno vytvorit postupku piatich
kariet Tubovolnej farby (straight)?

Uloha 32. Kolko je vsetkych pokrovych kombindcii, ktoré obsahuju trojicu kariet rovnakej hod-
noty a zvysné dve inej hodnoty, navzdjom roznej (trojica);

Uloha 33. Kolko je vSetkych pokrovych kombinacii obsahujicich dve karty s ¢islom z, dve karty
s ¢islom y a jednu kartu s éislom z, pricom z # x # y # z (dva pdry)?

Uloha 34. Kolko je v8etkych pokrovych kombinéci, ktoré obsahuji aspon jedno eso?

Uloha 35. Na veéierku je n muzov a n Zien. Kolkymi sposobmi sa vedia postavif do kruhu, ak
a) nie su ziadne obmedzenia,
b) dve Zeny nesmu stat vedla seba.

Uloha 36. Za okrtihly stél s 2n stolickami chceme usadif n manzelskych parov. Manzelia musia
sediet vedla seba, ale je jedno, & muz bude napravo od manzelky alebo opa¢ne. Kolkymi spdsobmi
ich mézeme usadit, ak

a) rozlisujeme stolicky?

b) nerozliujeme stolicky?
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Pokrovi kombinéciu dva pary vieme dostat nasledovne:

e Vyberieme hodnotu a € H pre prvy par — 13 moznosti.
e Vyberieme farby {f, g} € (I;) pre prvy péar — (3) moznosti.
e Vyberieme hodnotu b € H pre druhy par — 12 moznosti.
e Vyberieme farby {h,i} € (g) pre prvy pér — (3) moznosti.
e Vyberieme poslednt kartu (j,¢) € F x (H — {a,b}) — 11 - 4 moznosti.
Podla zovseobecneného pravidla stéinu méame 13 - (g) -12- (;) - 11 - 4 moZnosti, ako vybrat usporia-

dand péticu (a,{f,g},b,{h,i},(c, j)), ktorej priradime pokrovi kombindciu {fa, ga, hb, ib, jc}. Takto
priradime kazdi pokrovi kombindciu dvakrat. Preto je vysledny pocet pokrovych kombinacii

13-(3)-11-(3) -11-4

10097 + 100% + 10022 + 10010
49484746 - 45 - 44 - 43 = 497
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