Cvicenie 5: Kombintorické dokazy identit
Nasledujice identity je zviésa mozné dokazat dvoma principidlne odlisnymi spdsobmi: algebraickou
manipuldciou alebo kombinatorickou interpretdciou. Hoci nemusi byt na skodu vyriesit niekolko tiloh
aj algebraicky, cielom je predovsetkym precvicenie kombinatorickijch dékazov. Takyto kombinatoricky
dékaz spoéiva v identifikdcii vhodnych tried kombinatorickych konfiguricii, ktorych pocet je dany lavou

a pravou stranou identity a v ndslednom pozorovani, Ze medzi tymito triedami existuje bijekcia. Preto
sa Casto hovori aj o bijektivnych dékazoch.
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kde F, 41 je (n + 1)-vé Fibonacciho ¢islo.
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Viaceré kombinatorické identity mozno dokézaf ich transforméciou na lahsie dok4zatelné identity medzi
polynémami. To znamena nijst k danej identite L(s) = R(s) polynémy pr(z) a pr(zx) také, Ze koeficient
pri z° je v pr(z) rovny L(s) a v pr(x) je rovny R(s). Néasledne sta¢i dokdzat, ze pre vietky z plat{
pr(z) = pr(x) — rovnost koeficientov je priamym désledkom. Pri hladani vhodnych polynémov pr, (z)
a pr(z) je uzitoétnym ndstrojom prave binomicka veta. Vid tieZz pozndmku pod vetou 2.15 zo skript.

Aj ked sa pouZitie tejto metédy obmedzuje iba na relativne nevelki triedu identit, ide o zdklad ovela
v8eobecnejsej metddy tzv. generujicich funkcii (niekde tiez vytvdrajicich funkci?), v ktorej sa namiesto
polynémov pouzivaji ,nekone¢né polynémy*, Cize formdine mocninové rady. To uz vSak presahuje
ramec tohto predmetu.
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Napovedy k rieseniam

1. Pocet sposobov, ako vybrat k-prvkovii podmnozinu n-prvkovej mnoziny priéom jeden prvok
je Specialny.

3. Z n+ 1 éisel losujeme k nerozliSitelnych a jedno dodatkové.

4. 7 n ¢isel losujeme k nerozliSitelnych a jedno dodatkové.

5. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, ¢} obsahujicich prdva m pismen a a préve k pismen
b.

6. Mdame po n prvkov na 3 kopkach, chceme vyberat z nich n. Rozdelime na pripady podla toho,
po kolko prvkov vyberame z troch kopok: 3+0+0,2+14+0, 1+ 1+ 1.

7. Pocet slov deky n z pismen {a,b,c,d} takych, ze pocet a a b je s, pocet b a c je r, pocet b je
t.

8. Pocet podmnozin (ne)péarnej velkosti. Kazd4 takd podmnozina je jednoznacéne uréend n — 1
miestami charakteristického vektora.

9. 7 2n prvkov vyberame podmnozinu n prvkov: vyberieme k z prvych n a z druhych n prvkov
vyberieme k, ¢o tam nie su.

10. Z n+m prvkov vyberame r prvkov. Rozdelime na pripady, kedy vyberdme k z m a zvysnych
r —k z m prvkov.

11. Pocet n-pismenovych slov z {a,b, c} obsahujiicich presne k pismen a.
12. Pocet sposobov, ako vylosovat z n &isel nejaky pocet a jedno dodatkové &islo.
13. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a,b, c}.

14. Pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin (n + 1)-prvkovej mnoziny. Rozdelime na pripady podla
najvécsieho prvku.

15. Pocet postupnosti zlozenych z ¢isel {1, 2}, ktorych sucet je n.



