Cvicenie 7: zdkladné kombinatorické konfiguracie 11

Definicia 1 (Kombindcie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je kone¢nd mnozina takd, ze
|B| = n. Na mnozine B4 vsetkych varidcif s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoziny B definujme
relaciu ekvivalencie R taku, ze pre f,g € B4 plati fRg prave vtedy, ked pre vSetky x € B plati
‘fﬁl({m})‘ = ’gil({x}ﬂ — teda ak sa na kazdy prvok mnoziny B pri oboch zobrazeniach zobrazi
rovnako vela prvkov mnoziny A. Kombindciou s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme
lubovolnd triedu ekvivalencie relcie R.

Varidcie s opakovanim mozno chipat aj ako postupnosti prvkov mnoziny B, ktoré sa mozu lubovolne
opakovat. Na kombindcie s opakovanim sa mozno divat ako na varidcie s opakovanim, pri ktorych nds
nezaujima poradie jednotlivych prvkov. To formalizujeme pomocou stotoznenia tych variicii s opako-
vanim, ktoré sa lisia iba v porad{ prvkov — ¢ize tych, ktoré (chdpané ako postupnosti) obsahujd rovnaké
pocty jednotlivych prvkov mnoziny B.

V rovnakom duchu by bolo moiné definovat aj kombindcie bez opakovania ako triedy ekvivalencie
reldcie R ziZenej na varidcie bez opakovania (Gize na injektivne zobrazenia z B*). Citatel by iste lahko
dokézal, ze takato definicia je ekvivalentnd nasej definicii cez podmnoziny. Kombinécie s opakovanim
by naopak zjavne bolo mozné definovat analogicky ku kombindcidm bez opakovania ako multimnoziny
prvkov z B (kde multimnozina je mnozina spoloéne s multiplicitami jednotlivych jej prvkov). Lahko
vidiet, Ze triedy ekvivalencie reldcie R z definicie [l st iba jednou z moznosti ako formélne zadefinovat
multimnozinu.

Veta 1. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, e |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet
kombindcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je (n'H;_l).

Uloha 1. Kombinatoricky interpretujte vetu

Uloha 2. Na salasi chovaji ovee z deviatich plemien (nekoneéne vela ovei z kazdého plemena).
Ovce rovnakého plemena si navzéjom neodlisitelné. Kolko roznych jeddlnickov m4 k dispozicii
medved’, ktory chce zjest presne pat ovei?

Uloha 3. Kolko roznych jedalnickov mé k dispozicii medved’ z predchadzajicej tlohy v pripade,

Ze sa rozhodol drzat diétu a zjest najviac Styri ovee?

Uloha 4. Uvazujme rovnicu
T1+ax0+...+x, =k,

kde n, k € N. N§jdite pocet rieseni tejto rovnice v prirodzenych ¢islach a v nenulovych prirodzenych
cislach.

Uloha 5. UvaZzujme nerovnost
1+ x4+ ... +x, <k,

kde n,k € N. N4jdite pocet rieSeni tejto nerovnosti v prirodzenych ¢islach a v nenulovych priro-
dzenych ¢&islach.

Definicia 2 (Permutdcie s opakovanim). Nech A = {1,...,n} a B je konetnd mnozina takd, ze
|[B| =n. Nech k € Na B = B;UByU...U B; je rozklad mnoziny B na k disjunktnych podmnozin,
pricom |Bi| = n1, |Bz2| = na,...,|Bk| = ni. Definujme na mnozine vSetkych bijekeii z A do B reldciu

ekvivalencie R takd, e pre dvojicu bijekcii f,g: A — B plat{ fRg prave vtedy, ked pre vietky i € A
existuje index j € {1,...,k} tak, ze f(i) aj g(¢) patria do B; — teda ak sa vSetky prvky A zobrazia
pri oboch zobrazeniach na prvok rovnakej triedy rozkladu mnoziny B. Permutdciou s opakovanim z ni
prvkov prvého druhu, no prvkov druhého druhu, ..., ng prvkov k-teho druhu nazveme I'ubovolni triedu
ekvivalencie relacie R.

Veta 2. Nechn € N a k € N si lubovolné a nech ni,...,ni € N s také, Ze n1 + ...+ ni = n. Podet
permutdcii s opakovanim z ni prvkov prvého druhu, na prvkov druhého druhu, ..., ng prvkov k-teho
druhu je

n . n!
n1,MN2,. .., Nk nilna! ... ng!



Uloha 6. Kolko presmyé¢iek je mozné vytvorif zo slova ANTANANARIVO?

Uloha 7. Na sachovnici stoji vietkych 32 standardnych figirok. Kolko moznych rozostaveni
mozno ziskat po vymene pozicii nejakého poéctu figirok? (Vo vysledom rozostaven{ je teda rovnaka
sada figurok a obsadenych je rovnakych 32 policok.)

I Nasledujtce tlohy si zamerané na konfigurécie réznych typov.

Uloha 8. Na sachovnici stoji vetkych 32 standardnych figirok. Kolko moznych rozostaveni
mozno ziskat po prehodeni prave jednej dvojice figirok?

Uloha 9. Kolkymi sposobmi mozno rozostavit na Sachovnicu Standardnt sadu 32 figtirok (bez
obmedzeni danych Sachovymi pravidlami).

Uloha 10. Kolkymi spésobmi moZno rozostavif na Sachovnicu $tandardni sadu 32 figurok tak,
aby vSetky biele figirky boli v riadkoch 1 az 4 a vsSetky ¢ierne figurky boli v riadkoch 5 az 87

Uloha 11. Kol’lgymi sposobmi mozno rozostavit na Sachovnicu standardni sadu 32 figirok tak,
aby v kazdom stlpci bol prave jeden biely pesiak?

Uloha 12. Kolkymi spésobmi mozno postavit na Sachovnicu dve &ierne veZe a bieleho krala tak,
aby Ziadna z ve#i krala neohrozovala? (Veza v nagej terminoldgii ohrozuje krala aj v pripade, ked
ju krdl mdze v dalsom kroku vyhodit.)

Uloha 13. Kolkymi spésobmi mozno postavif na sachovnicu bieleho a ¢ierneho kona tak, aby sa
navzajom neohrozovali?

Uloha 14. Kolkymi spdsobmi mozno postavit na Sachovnicu dvoch nerozlisitelnych konov tak,
aby sa navzajom neohrozovali?

Uloha 15. Kolkymi spésobmi mozno vybraf zo Standardnej sady 32 figiirok nejaki jej cast
(nezdlez{ ndm na poradi)?

Uloha 16. Mdame 52 zolikovych kariet: 26 Gervenych a 26 ¢iernych. Kolkymi spésobmi mozno z
nich vybrat podmnozinu tak, aby v nej bol rovnaky poéet éervenych a ¢iernych kariet?

Uloha 17. Kolkymi sposobmi mozno vybraf zo standardnej sady 32 figirok nejaki jej podmnozinu
tak, aby obsahovala aspon jedného strelca a najviac troch konov?

Uloha 18. V obchode maji 13 druhov keksikov. Chceme si kipif 24 keksikov tak, aby sme z
kazdého druhu kipili aspoint jeden. Kolkymi sposobmi to vieme spravit?

Uloha 19. Uréte pocet 7-cifernych ¢isel, ktoré majua cifry
a) v klesajicom poradi,
b) v rasticom poradi,
¢) v nerasticom poradi,

d) v neklesajicom poradi.

Uloha 20. Na policke je za sebou ulozenych 12 knih. Kolkymi spésobmi mozno vybraf spomedzi
nich 5 tak, aby sme nevybrali Ziadne dve vedla seba?

Uloha 21. Nech k, d € NT anech A je mnozina majtca kd prvkov. Uréte pocet rozkladov mnoziny
A na d-prvkové podmnoziny.
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