Cvicenie 11: Asymptotické odhady

Definicia 1. Nech f,g: N — R st funkcie. Potom piSeme:

—~
S
=
~
~
3
=
Il
o)
~
=

n)) (f rastie nanajvys tak rychlo ako g), ak existuje ¢ > 0 a no € N také, ze pre
vietky n > no plat{ |f(n)| < c-|g(n)|.

(i) f(n) =Q(g(n)) (f rastie aspori tak riychlo ako g), ak g(n) = O(f(n)).
(#i7) é((n) z))e(g(n)) alebo f(n) < g(n) (f sa rddovo rovnd g), ak f(n) = O(g(n)) a ziroven g(n) =
(tv) f(n) =o(g(n)) (f rastie pomalsie ako g), ak limp_ 0 % =0.

(v) f(n) =w(g(n)) (f rastie rychlejsie ako g), ak g(n) = o(f(n)).

(vi) f(n) ~ g(n) (f sa asymptoticky rovnd g), ak limy,_ % =1.

Uvedent definiciu mozno rozsirit aj na funkcie f,g: R — R — v takom pripade je mozné studovat
asymptotické vlastnosti funkcif nielen pre z — oo, ale aj pre * — a, kde a je lubovolny prvok rozsirenej
redlnej osi.

Aj ked je horeuvedend definicia sformulovand pre Tubovolné f,g: N — R, zvy¢ajne budeme pracovat
s funkciami, ktoré si nezdporné pre vietky alebo takmer vsetky n. (Hovorime, ze nejaké tvrdenie plati
pre takmer vsetky n € N, ak plati pre vSetky n € N az na konec¢ny pocet vynimiek. Inak povedané, exis-
tuje no € N tak, ze vlastnost plat{ pre vsetky n > mo.) V takom pripade mozno bod (i) preformulovat
aj bez pouzitia absoltitnych hodnot.

Uloha 1. Dokézte alebo vyvratte:
a) n® —5n% + In+4=0(n?).
b) n® —5n? + in+4=0(n?).
¢) n®—b5n?+ in+4=o(n?).
d) n®—5n?+in+4~nd

Uloha 2. Dokézte alebo vyvrafte:

a) n? = 0(n?).
b) n? = O(n?).
c) n? = o(n?).
d) n? ~n3.

Uloha 3. Dokézte alebo vyvratte:
a) 2logn = O(logn).
b) 2logn = O(logn).
c) 2logn = o(logn).
d) 2logn ~ logn.

Uloha 4. Dokézte alebo vyvratte:
a) 2logn = O(n).
b) 2logn = O(n).

c) 2logn = o(n).



d) 2logn ~ n.

Uloha 5. Dokéizte alebo vyvratte:
a) 2"t = 0(2n).
b) 22" = O(2").

Uloha 6. Nech z,y € R. Ak n® = ©(nY), tak 2 = y. Dokaite.

Uloha 7. Dokézte alebo vyvrafte:

2) logn = O(y/).

b) logn = O(V).

¢) logn = o(\/n).
d) logn ~ /7.

Uloha 8. Dokézte alebo vyvratte:
a) 2" + (—=1)"2" = O(2").
b) 27 + (—1)"2" = ©(2").
Uloha 9. Dokézte alebo vyvrafte:
a) nl =0(2").
b) 2" = O(n!).
Uloha 10. Dokézte alebo vyvratte:
a) nl =0(n").
b) n™ = O(n!).

Uloha 11. Dokézte alebo vyvrétte: F,, = O([(1+ v/5)/2]").

Uloha 12. Zistite, & existuje konstanta a € R tak, ze logn = O(n®).

Uloha 13. Nech f,9,h: N — R{ st funkcie. Dokdzte alebo vyvrétte:

(n) = O(g(n)), tak f(n) = o(g(n)).
) (n) = o(g(n)), tak f(n) = O(g(n)).
) (n) = w(g(n)), tak f(n) = Q(g(n)).
) (n) = ©(g(n)), tak f(n) ~ g(n).
) (n) ~ g(n), tak f(n) = O(g(n)).
£) Ak f(n) = o(g(n)), tak f(n) # Q(g(n)).
) (n) # Q(g(n)), tak f(n) = o(g(n)).
) (n) <
) (n)
) (n)
) (n)

g(n) pre vsetky n € N, tak f(n) = O(g(n)).
i) Ak f(n) = O(g(n)) a zdroven g(n) = O(h(n)), tak f(n) =



Uloha 14. Dokézte alebo vyvratte:
a) Pre lubovolné f,g: N — R plati f(n) = O(g(n)), alebo g(n) = O(f(n)).
b) Pre Tubovolné rastice f,g: N — RJ plati f(n) = O(g(n)), alebo g(n) = O(f(n)).

Uloha 15. Nech f,¢g: N — R st funkcie. Dokéizte, ze f(n) = o(g(n)) prave vtedy, ked pre vietky
¢ > 0 existuje ng € N tak, ze pre vietky n > ng plati | f(n)| < ¢-|g(n)|.

Uloha 16. Nech f: N — R je funkcia takd, ze f(n) = O(2"). Dokézte alebo vyvratte:
a) 2"+ [f(n)] = O(2").
b) [2" —[f(n)]| = O(2").

Uloha 17. Nech f: N — R je funkcia taka, ze f(n) = ©(2"). Dokézte alebo vyvratte:
a) 2"+ |f(n)] = O(2").
b) (27 — |f(n)]| = O(2").

Uloha 18. Dokazte, ze plati

Uloha 19. Dokéite, ze plati

|
H, = — =0O(logn).
kzzl"“ (logn)

Ako dokazovat asymptotické odhady sim?

1. Upravif sumu na uzavrety tvar (bez sumy) a spravit odhad prei.

2. Odhadnit kazdy c¢len samostatne, idedlne nezdvisle na sumacnej konstante (napr. >;_, k3
>k, n*). Pri dolnom odhade sa ¢asto oplati zdola odhadnit polovicu élenov sumy (3>_;_, k°

Zz=n/2 (n/2)3)

3. Spravit dolny a horny odhad pomocou integrélu.

IV IA

Symbol O(g(n)) je vyhodné interpretovat ako mnozinu vsetkych funkcii f: N — R takych, ze f(n) =
O(g(n)). Formélne korektnejsie by teda bolo namiesto f(n) = O(g(n)) pisat f(n) € O(g(n)); tento
sposob zapisu ale velmi rozsireny nie je. Podobne interpretujeme aj symboly Q(g(n)), ©(g(n)), o(g(n))
aw(g(n)).

Nech teraz A je Iubovolnd mnozina a o je Iubovolnd bindrna operécia na prvkoch mnoziny A. Pre
a € Aa B C A potom pod zdpisom a o B chdpeme mnozinu

aoB={aob|bec B}.
Podobne, pre B,C C A chdpeme pod zipisom B o C' mnozinu

BoC ={boc|ceC}.

V tomto duchu treba chépaf aj zapisy ako f(n) + O(g(n)) alebo O(f(n)) + O(g(n)).
K tlohdm 13 a 14:

Veta 1. Nech f,g,h: N — R st funkcie. Potom plati

b) Ak f(n) = o(g(n)), tak f(n) = O(g(n)).



¢) Ak f(n) = w(g(n)), tak f(n) = Q(g(n)).

e) Ak f(n) ~g(n), tak f(n) = O(g(n)).

f) Ak f(n) = o(g(n)), tak f(n) # Q(g(n)).

h) Ak f(n) < g(n) pre vsetky n € N, tak f(n) = O(g(n)).

) Ak f(n) = O(g(n)) a zdrover g(n) = O(h(n)), tak f(n) = O(h(n)).
J) Ak f(n) = o(g(n)) a zdroven g(n) = o(h(n)), tak f(n) = o(h(n)).

Nasledovné vlastnosti (ktoré ocakdvame od osporiadani) vSak vo vSeobecnosti neplatia:

d) Ak f(n) =©(g(n)), tak f(n) ~ g(n). (f(n) =1, g(n) = 2)
g) Ak f(n) # Q(g(n)), tak f(n) = o(g(n)).
) = )

K) Ak f(n) = O(g(n)) a zéroven f(n) # O(g(n), tak f(n) = o(g(n).
(f(n) = 0 pre parne n, inak 1; g(n) = 2)

14a) f(n) = O(g(n)) alebo g(n) = O(f(n)). (f(n) = 0 pre pdrne n, inak 1; g(n) = 1 pre parne n, inak

0.)



