Sada domacich uloh z UKTG ¢. 2
Termin: pondelok 12. 4. 2021, 23:59

V tlohéch 1 a 2 vase tvrdenia neformélne zdévodnite.

Uloha 1. (0,2 + 0,8 + 1 + 1 + 1 = 4 body) Superdomino ma ma sebe dve rdézne ¢isla z mnoziny C' =
{1,2,...,20}. Presnejsie mnozinu vsetkych superdomin definujeme ako mnozinu vsetkych 2-prvkovych podmnozin
mnoziny C. Urcte:

a) Kolko je vSetkych superdomin.

b) Kolkymi spdsobmi mozno vybrat 5-prvkovi mnoZinu superdomin, v ktorej kazdé superdomino obsahuje
¢islo 1.

¢) Kolkymi spésobmi mozno vybratf 4-prvkovii mnoZinu superdomin, v ktorej asponi jedno superdomino bude
obsahovat &fslo 1.

d) Kolkymi spésobmi mozno vybrat 4-prvkovi mnoZinu superdomin, v ktorej na nejakych dvoch domindch
je rovnaké ¢islo x, zvysné dve domind maju spoloc¢né ¢islo y # x a ziadna iné dvojica rovnakach ¢isel sa
na vyberanych domindch nenchddza. (Napr. {{1,3},{1,4},{2,5},{2,6}})

e) Kolkymi spésobmi mo7no vybrat 5-prvkovi mnozinu superdomin, v ktorej na nejakych troch dominich
je rovnaké ¢islo x, zvy$né dve domind maju spoloéné ¢islo y # x a ziadna iné dvojica rovnakach cisel sa
na vyberanych dominach nenchadza.

Riesenie.

a) (220) = 190. Priamo ide o kombinicie bez opakovania, teda pocet 2-prvkovych podmnozin 20-prvkovej
mnoziny C'.

b) (159). Kazdy takyto vyber je jednoznacne urceny 5-prvkovou mnozinou ¢isel réznych od jednotky.

20
¢) Pouzijeme pravidlo rozdielu. Vietkych 4-prvkovych podmnozin domin je ((Z)) Mame (19) domin, ¢o ne-

2
19
obsahuji jednotku. Preto 4-prvkovych podmnozin, v ktorych vobec nemame jednotku je ((i)) Preto tych
zvys$nych, teda tych, ktoré obsahuju aspon jednu jednotku, je

((i{)) _ C?) _ (12()) _ (1;1) — 18212355.

d) Najprv vyberieme dvojicu &isel {z,y}, ktoré sa budi vyskytovat dvakrat v nasej Stvorici. To mozeme
spravit (220) sposobmi. Potom vyberieme pre prvé z tychto ¢isel (napr. to mensie) dvojicu ¢isel {a, b}, ktoré sa
budi nachidzat na dvoch superdominéch s éslom x. Tieto éisla musia byt rozne od z aj y, preto mame (128)
moznosti na vyber. Podobne zvolime dvojicu éisel {c,d}, ktoré budi na superdominédch s y. Volime zo 16 ¢isel

(C —{z,y,a,b}), teda méme (%) moznosti. Spolu tak mame

20\ [18\ /16
= 3488400
()
moZnost{. Tymto nasim vyberom mdme moZnost jednozna¢ne uréeni. (Nasa 4-ica domin vyzerd takto:

{{z, a}, {z, 0}, {y, ¢}, {y, d}}).



e) Najprv vyberieme &fslo z, ktoré sa bude vyskytovat na dvoch domindch (20 sposobov). Potom &fslo y, ktoré
sa bude vyskytovat na troch domindch (19 spoésobov). Pokracujeme vyberom dvojice ¢isel {a,b}, ktoré budi

na dvoch dominokockéch s éislom z (('5) moznosti) a na koniec vyberieme trojicu éfsel {c, d, e}, ktoré budi na

troch dominokockéach s ¢islom y ((136) moznost{). Spolu teda mdme

20-19- <128) (136> = 32558400

moznosti. (Nasa 5-tica vyzerd takto: {{z,a}, {z,b},{y,c},{y,d}, {y,e}}.) O

Uloha 2. (1 bod) Kolko roznych hodov mézeme hodit 20 nerozlisitelnymi hracimi kockami?

Riesenie. Spomedzi Cisel ,2,3,4,5,6 si vyberdme 20, ktoré nam padnt na kockach, pricom ¢isla sa moézu opa-
kovat a nezalezi ndm na poradi. Ide teda o kombindcie s opakovanim 20-tej triedy zo 6 prvkov. Preto mame

6+20—1 25 25 . ,
< 90 > = <20> = <5> = 53130 moznosti.
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Uloha 3. (2 body) Vypocitajte sumu
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Uloha 4. (BONUS, 2 body) Kolko existuje n-prvkocych postupnosti éisel {1,2,3,...,9} takych, 7e sticet kazdej
9-prvkovej suvislej podpostupnosti je delitelny 9-timi? Teda takych postupnost{ (a1, as, ..., ay), pre ktoré plati

(Vie{1,27...,n—8})(9|ai+ai+1+-~-+ai+g).



Vase tvrdenie formélne dokazte.

Pozndmka. Ndjst jednoduchii mnoZinovi reprezentdciu tyjchto postupnosti nie je ndrocéné, dajte si viak zdlezat
na dékaze, Ze ide o ti isti vec. Za arqgumentami typu ,a tak dalej“ sa vicsinou skryva odfldknutd matematickd
indukcia. Preto sa podobngm argumentom vyhybajte a spravte ich poriadne.

Riesenie. Ozna¢me M, mnozinu vSetkych n-prvkovych postupnosti, v ktorej kazda suvisla 9-prvkova podpo-
stupnost ma stcet prvkov delitelny deviatimi. Pre n < 8 kvnatifikujeme cez prazdnu mnozinu. Takd podmienku
splitaju vietky n-prvkové postupnosti, ktorych je |M,| = 1{1,2,...,9}"| = 9". Dalej ukdzeme matematickou
indukciou, Ze pre vietky celé &fsla n > 8 je pocet hladanych n—prvkovych postupnosti je |M,| = 98. B4zu pre
n = 8 uz mame overenu.

Predpokladejme teraz, Ze pre nejaké prirodzené ¢islo k > 8 plati |My| = 98. Podme zistit, kolko je |Mj.y1].
Postupnost diZky k + 1 mozno dostat tak, ze najprv vyberieme postupnost (ai,as,...,ar) € M. UkdZeme,
7e pre kazdd takito volbu mozno vybrat (k + 1)-vy élen api; prave jednym sposobom. Ked'ze k > 8, tak
(ak_7,...,ak,a541) je 9-Elennd siivisld podpostupnost postupnosti (ai,...,ax,ars1), preto stcet jej prvkov
musi byt delitelny deviatimi. Méme tedd[']

g7+ +ag+agr1 =0 (mod 9),
Gf4+1 = —Qpq7 — ... —ag  (mod 9).
Teda ¢len ay41 musi ddvat po deleni deviatimi rovnaky zvysok ako &islo —agy7 — ... — ai. Ked'Ze viak ap1 €
{1,2,...,9}, kde médme kazdy zvySok po deleni deviatimi préve raz, tak apt1 je svojim zvySskom po deleni

deviatimi jednoznacne uréené (teda ho moézeme vybrat jednym sposobom). Podla zovseobecneného pravidla
st¢inu tak platf [Mgi1| = |[Mg| -1 = 98. Tym je dokaz ukonéeny. O

Uloha 5. BONUS, 2 body Vieme, Ze pre z € (—1,1) plati
1 k
11—+ Z L
keN
Urcte, ako vyzerd Taylorov rozvoj funkcie (teda zapiSte ju ako nekoneény mnohoclen)
1
(I—x)"

Hoci sa to na prvy pohlad nezdd, naozaj ide o tlohu z kombinatoriky, ktord sa dd pekne kombinatoricky vyriesit.

Riesenie. S vyuzitim rozvoja pre 1/(1 — z) vieme zapisat

(1—x (Zx) A4+z4+z?+23+..)"

keN

Na tento vyraz sa pozrieme ako na n zatvoriek, ktoré roznasobime. Urcime, aky koeficient dostaneme pri ¢lene
2¥. Tento koeficient je rovny poétu sposobov, ako mézeme zo zétvoriek postupne vybrat mocniny z tak, aby
nam ich stéin dal x*. Teda chceme pre i € {1,2,...,n} vybraf z i-tej zdtvorky 2%, pricom musi platit

ai+as+---+a, =k.

To vypoéitame ako pocet sposobov, ako zoradif do radu k symbolov z a n — 1 oddelovacov |. V kazdom
takom zoradeni ndm oddelovace | rozdelia z-ké na n sivislych tsekov s dizkami ai, as, ..., a,, cim dostavame
jedoznanéni korespondenciu medzi takymito zoradeniami a sposobmi, ako dostat pri roznasobovani z*. Takéto
zoradnie je jednoznaéne uréené poziciami symbolov z, ktoré mozno vybrat (”"',’:_1) sposobmi. Preto toto je aj
pocet spdsobov, ako dostat pri rozndsobovani z*. Teda po celom rozndsobeni dostaneme

oz )
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IPripominam, ze zdpis a = b (mod 9) znamena, ze ¢isla a a b ddvaji rovnaky zvy3ok po deleni deviatimi.



