
Sada domácich úloh z UKTG č. 2
Termı́n: pondelok 12. 4. 2021, 23:59

V úlohách 1 a 2 vaše tvrdenia neformálne zdôvodnite.

Úloha 1. (0,2 + 0,8 + 1 + 1 + 1 = 4 body) Superdomino má ma sebe dve rôzne č́ısla z množiny C =
{1, 2, . . . , 20}. Presneǰsie množinu všetkých superdomı́n definujeme ako množinu všetkých 2-prvkových podmnož́ın
množiny C. Určte:

a) Kol’ko je všetkých superdomı́n.

b) Kol’kými spôsobmi možno vybrat’ 5-prvkovú množinu superdomı́n, v ktorej každé superdomino obsahuje
č́ıslo 1.

c) Kol’kými spôsobmi možno vybrat’ 4-prvkovú množinu superdomı́n, v ktorej aspoň jedno superdomino bude
obsahovat’ č́ıslo 1.

d) Kol’kými spôsobmi možno vybrat’ 4-prvkovú množinu superdomı́n, v ktorej na nejakých dvoch dominách
je rovnaké č́ıslo x, zvyšné dve dominá majú spoločné č́ıslo y 6= x a žiadna iné dvojica rovnakách č́ısel sa
na vyberaných dominách nenchádza. (Napr. {{1, 3}, {1, 4}, {2, 5}, {2, 6}})

e) Kol’kými spôsobmi možno vybrat’ 5-prvkovú množinu superdomı́n, v ktorej na nejakých troch dominách
je rovnaké č́ıslo x, zvyšné dve dominá majú spoločné č́ıslo y 6= x a žiadna iné dvojica rovnakách č́ısel sa
na vyberaných dominách nenchádza.

Riešenie.

a)
(
20
2

)
= 190. Priamo ide o kombinácie bez opakovania, teda počet 2-prvkových podmnož́ın 20-prvkovej

množiny C.

b)
(
19
5

)
. Každý takýto výber je jednoznačne určený 5-prvkovou množinou č́ısel rôznych od jednotky.

c) Použijeme pravidlo rozdielu. Všetkých 4-prvkových podmnož́ın domı́n je
((20

2 )
4

)
. Máme

(
19
2

)
domı́n, čo ne-

obsahujú jednotku. Preto 4-prvkových podmnož́ın, v ktorých vôbec nemáme jednotku je
((19

2 )
4

)
. Preto tých

zvyšných, teda tých, ktoré obsahujú aspoň jednu jednotku, je((20
2

)
4

)
−
((19

2

)
4

)
=

(
190

4

)
−
(

171

2

)
= 18 212 355.

d) Najprv vyberieme dvojicu č́ısel {x, y}, ktoré sa budú vyskytovat’ dvakrát v našej štvorici. To môžeme
spravit’

(
20
2

)
spôsobmi. Potom vyberieme pre prvé z týchto č́ısel (napr. to menšie) dvojicu č́ısel {a, b}, ktoré sa

budú nachádzat’ na dvoch superdominách s č́ıslom x. Tieto č́ısla musia byt’ rôzne od x aj y, preto máme
(
18
2

)
možnost́ı na výber. Podobne zvoĺıme dvojicu č́ısel {c, d}, ktoré budú na superdominách s y. Voĺıme zo 16 č́ısel
(C − {x, y, a, b}), teda máme

(
16
2

)
možnost́ı. Spolu tak máme(

20

2

)(
18

2

)(
16

2

)
= 3 488 400

možnost́ı. Týmto našim výberom máme možnost’ jednoznačne určenú. (Naša 4-ica domı́n vyzerá takto:
{{x, a}, {x, b}, {y, c}, {y, d}}).
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e) Najprv vyberieme č́ıslo x, ktoré sa bude vyskytovat’ na dvoch dominách (20 spôsobov). Potom č́ıslo y, ktoré
sa bude vyskytovat’ na troch dominách (19 spôsobov). Pokračujeme výberom dvojice č́ısel {a, b}, ktoré budú
na dvoch dominokockách s č́ıslom x (

(
18
2

)
možnost́ı) a na koniec vyberieme trojicu č́ısel {c, d, e}, ktoré budú na

troch dominokockách s č́ıslom y (
(
16
3

)
možnost́ı). Spolu teda máme

20 · 19 ·
(

18

2

)(
16

3

)
= 32 558 400

možnost́ı. (Naša 5-tica vyzerá takto: {{x, a}, {x, b}, {y, c}, {y, d}, {y, e}}.)

Úloha 2. (1 bod) Kol’ko rôznych hodov môžeme hodit’ 20 nerozĺı̌sitel’nými hraćımi kockami?

Riešenie. Spomedzi č́ısel , 2, 3, 4, 5, 6 si vyberáme 20, ktoré nám padnú na kockách, pričom č́ısla sa môžu opa-
kovat’ a nezálež́ı nám na porad́ı. Ide teda o kombinácie s opakovańım 20-tej triedy zo 6 prvkov. Preto máme(

6 + 20− 1

20

)
=

(
25

20

)
=

(
25

5

)
= 53 130 možnost́ı.

Úloha 3. (2 body) Vypoč́ıtajte sumu

n∑
k=1

3k

(k + 1)(n− k + 1)

(
n

k

)
.

Riešenie.

n∑
k=1

3k

(k + 1)(n− k + 1)

(
n

k

)
=

=

n∑
k=1

3k

(k + 1)(n− k + 1)
· n!

k!(n− k)!
=

=

n∑
k=1

3k · n!

(k + 1)!(n− k + 1)!
=

=

n∑
k=1

3k

(n + 1)(n + 2)
· (n + 2)!

(k + 1)!(n− k + 1)!
=

=
1

(n + 1)(n + 2)

n∑
k=1

3k ·
(
n + 2

k + 1

)
=

=
1

(n + 1)(n + 2)

n+1∑
l=2

3l−1 ·
(
n + 2

l

)
=

=
1

3(n + 1)(n + 2)

n+1∑
l=2

3l ·
(
n + 2

l

)
=

=
1

3(n + 1)(n + 2)

(
n+2∑
l=0

3l ·
(
n + 2

l

)
−
(
n + 2

0

)
− 3 ·

(
n + 2

1

)
− 3n+2

(
n + 2

n + 2

))
=

=
1

3(n + 1)(n + 2)

(
4n+2 − 1− 3(n + 2)− 3n+2

)
=

4n+2 − 3n+2 − 3n− 7

3(n + 1)(n + 2)

Úloha 4. (BONUS, 2 body) Kol’ko existuje n-prvkocých postupnost́ı č́ısel {1, 2, 3, . . . , 9} takých, že súčet každej
9-prvkovej súvislej podpostupnosti je delitel’ný 9-timi? Teda takých postupnost́ı (a1, a2, . . . , an), pre ktoré plat́ı

(∀i ∈ {1, 2, . . . , n− 8})(9 | ai + ai+1 + · · ·+ ai+8).
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Vaše tvrdenie formálne dokážte.

Poznámka. Nájst’ jednoduchú množinovú reprezentáciu týchto postupnost́ı nie je náročné, dajte si však záležat’

na dôkaze, že ide o tú istú vec. Za argumentami typu
”

a tak d’alej“ sa väčšinou skrýva odfláknutá matematická
indukcia. Preto sa podobným argumentom vyhýbajte a spravte ich poriadne.

Riešenie. Označme Mn množinu všetkých n-prvkových postupnost́ı, v ktorej každá súvislá 9-prvková podpo-
stupnost’ má súčet prvkov delitel’ný deviatimi. Pre n ≤ 8 kvnatifikujeme cez prázdnu množinu. Takú podmienku
sṕlňajú všetky n-prvkové postupnosti, ktorých je |Mn| = |{1, 2, . . . , 9}n| = 9n. Ďalej ukážeme matematickou
indukciou, že pre všetky celé č́ısla n ≥ 8 je počet hl’adaných n-prvkových postupnost́ı je |Mn| = 98. Bázu pre
n = 8 už máme overenú.

Predpokladejme teraz, že pre nejaké prirodzené č́ıslo k ≥ 8 plat́ı |Mk| = 98. Pod’me zistit’, kol’ko je |Mk+1|.
Postupnost’ d́lžky k + 1 možno dostat’ tak, že najprv vyberieme postupnost’ (a1, a2, . . . , ak) ∈ Mk. Ukážeme,
že pre každú takúto vol’bu možno vybrat’ (k + 1)-vý člen ak+1 práve jedným spôsobom. Ked’že k ≥ 8, tak
(ak−7, . . . , ak, ak+1) je 9-členná súvislá podpostupnost’ postupnosti (a1, . . . , ak, ak+1), preto súčet jej prvkov
muśı byt’ delitel’ný deviatimi. Máme teda1

ak+7 + · · ·+ ak + ak+1 ≡ 0 (mod 9),

ak+1 ≡ −ak+7 − . . .− ak (mod 9).

Teda člen ak+1 muśı dávat’ po deleńı deviatimi rovnaký zvyšok ako č́ıslo −ak+7 − . . .− ak. Ked’že však ak+1 ∈
{1, 2, . . . , 9}, kde máme každý zvyšok po deleńı deviatimi práve raz, tak ak+1 je svoj́ım zvyškom po deleńı
deviatimi jednoznačne určené (teda ho môžeme vybrat’ jedným spôsobom). Podl’a zovšeobecneného pravidla
súčinu tak plat́ı |Mk+1| = |Mk| · 1 = 98. Tým je dôkaz ukončený.

Úloha 5. BONUS, 2 body Vieme, že pre x ∈ (−1, 1) plat́ı

1

1− x
=
∑
k∈N

xk.

Určte, ako vyzerá Taylorov rozvoj funkcie (teda zaṕı̌ste ju ako nekonečný mnohočlen)

1

(1− x)n
.

Hoci sa to na prvý pohl’ad nezdá, naozaj ide o úlohu z kombinatoriky, ktorá sa dá pekne kombinatoricky vyriešit’.

Riešenie. S využit́ım rozvoja pre 1/(1− x) vieme zaṕısat’

1

(1− x)n
=

(∑
k∈N

xk

)n

= (1 + x + x2 + x3 + . . . )n.

Na tento výraz sa pozrieme ako na n zátvoriek, ktoré roznásob́ıme. Určime, aký koeficient dostaneme pri člene
xk. Tento koeficient je rovný počtu spôsobov, ako môžeme zo zátvoriek postupne vybrat’ mocniny x tak, aby
nám ich súčin dal xk. Teda chceme pre i ∈ {1, 2, . . . , n} vybrat’ z i-tej zátvorky xai , pričom muśı platit’

a1 + a2 + · · ·+ an = k.

To vypoč́ıtame ako počet spôsobov, ako zoradit’ do radu k symbolov x a n − 1 oddel’ovačov |. V každom

takom zoradeńı nám oddel’ovače | rozdelia x-ká na n súvislých úsekov s d́lžkami a1, a2, . . . , an, č́ım dostávame
jedoznančnú korešpondenciu medzi takýmito zoradeniami a spôsobmi, ako dostat’ pri roznásobovańı xk. Takéto
zoradnie je jednoznačne určené poźıciami symbolov x, ktoré možno vybrat’

(
n+k−1

k

)
spôsobmi. Preto toto je aj

počet spôsobov, ako dostat’ pri roznásobovańı xk. Teda po celom roznásobeńı dostaneme

1

(1− x)n
=
∑
k∈N

(
n + k − 1

k

)
xk.

1Pripomı́nam, že zápis a ≡ b (mod 9) znamená, že č́ısla a a b dávajú rovnaký zvyšok po deleńı deviatimi.
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