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Úloha 1. (3 body) Určte, kol’ko existuje usporiadaných n-t́ıch celých č́ısel (x1, x2, . . . , xn), kde pre každé
i ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı 0 ≤ xi ≤ 47, a navyše plat́ı

x1 + x2 + · · ·+ xn = k.

Výsledok môžete uviest’ v tvare jednej sumy.

Riešenie. Nech pre fixné n, k je M množina všetkých riešeńı rovnice x1 + x2 + . . . xn = k v obore prirodzených
č́ısel. Nech pre i ∈ {1, 2, . . . , n} je Mi množina tých riešeńı z M , pre ktoré plat́ı xi ≥ 48. Počet riešeńı rovnice
so zadania je |M ′1 ∩M ′2 ∩ · · · ∩M ′n|. Podl’a prinćıpu zapojenia a vypojenia tento počet vypoč́ıtame ako

|M ′1 ∩M ′2 ∩ · · · ∩M ′n| =
n∑

l=0

(−1)l
∑

1≤i1<i2<···<il≤n

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mil |.

Množina Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mil obsahuje tie riešenia z M , pre ktoré plat́ı xa ≥ 48 pre všetky a ∈ {i1, i2, . . . , il},
teda ide o také riešenie, kde nejakých l fixných premenných je zaručene aspoň 48 (avšak nie nutne sú to jediné
také). Pod’me určit’ ich počet. Najskôr nastavme xi1 , xi2 , . . . , xil na hodnotu 48. Tým sme z celkového súčtu
premenných zobrali hodnotu 48l, a teda nám ostala hodnota k − 48l, ktorú potrebujeme prerozdelit’ medzi n
neznámych. V každom z k − 48l krokov si zvoĺıme jednu neznámu, ktorú zvýšime o 1. Pri vol’bách neznámych
nám nezálež́ı na porad́ı a vybrané neznáme sa aj môžu opakovat’. Ide teda o kombinácie s opakovańım triedy
k − 48l z n prvkov, ktorých počet je

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mil | =
(
n+ k − 48l − 1

n− 1

)
.

V pŕıpade, že k − 48l < 0, tak máme 0 možnost́ı, čomu aj zodpovedá naše kombinačné č́ıslo. Preto

|M ′1 ∩M ′2 ∩ · · · ∩M ′n| =
n∑

l=0

(−1)l
∑

1≤i1<i2<···<il≤n

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mil | =

=

n∑
l=0

(−1)l
∑

1≤i1<i2<···<il≤n

(
n+ k − 48l − 1

n− 1

)
=

=

n∑
l=0

(−1)l
(
n

l

)(
n+ k − 48l − 1

n− 1

)
,

čo je teda hl’adaný počet riešeńı rovnice.

Úloha 2. (2 body) Nech

f(n) =

n∑
k=0

√
k.

Rozhodnite, či plat́ı

a) f(n) = O(
√
n),

b) f(n) = Θ(na) pre nejakú reálnu konštantu a – ak áno, nájdite jednu takú konštantu (nemuśıte riešit’, či
ich existuje viac).

Všetky vaše tvrdenia formálne dokážte. Vychádzajte pri tom len z defińıcíı.

Riešenie. Skôr, ako začneme riešit’ jednotlivé podúlohy, uvedomme si, že pre všetky n ≥ 0 plat́ı

n

2

√
n

2
≤
∑

k≥n/2

√
n

2
≤
∑

k≥n/2

√
k ≤

n∑
k=0

√
k =

k∑
k=1

√
k ≤

n∑
k=1

√
n = n

√
n,

teda máme odhad
n

2

√
n

2
≤ f(n) ≤ n

√
n. (1)
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a) Ukážeme, že f(n) 6= O(
√
n). Pre spor predpokladajme, že pre každé c ∈ R+ a n0 ∈ N plat́ı pre všetky

n ≥ n0 nerovnost’

f(n) ≤ c
√
n.

S využit́ım nerovnosti (1) máme

n

2

√
n

2
≤ f(n) ≤ c

√
n, teda

n

2

√
n

2
≤ c
√
n,

čo je ekvivalentné s
n

2
√

2
≤ c.

Táto nerovnost’ však neplat́ı pre žiadne n > c · 2
√
c, čo je spor s tým, že má platit’ pre všetky n väčšie rovné

ako nejaké n0.

b) Vd’aka nerovnosti (1) plat́ı f(n) ≤ 1 · n
√
n pre všetky n ≥ 0. Preto f(n) = O(n

√
n). Taktiež vd’aka (1)

plat́ı n
√
n ≤ 2

√
2 · f(n) pre všetky n ≥ 0. Preto f(n) = Ω(n

√
n). Tým sme ukázali, že f(n) = Θ(n

3
2 ).

Úloha 3. (2 body) Dokážte, že vrcholy každého grafu G, ktorého minimálny stupeň je aspoň 1, možno rozdelit’

na dve skupiny tak, že každý vrchol má suseda v druhej skupine ako je on sám.

Riešenie matematickou indukciou. Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou podl’a počtu vrcholov grafu G,
ktorý si označ́ıme n. Ked’že δ(G) ≥ 1, tak n ≥ 2. Ak n = 2, tak graf má len dva vrcholy spojené hranou. Každý
vrchol dáme do jednej skupiny, č́ım dostaneme vyhovujúce rozdelenie.

Predpokladajme teraz, že každý graf G s najviac n vrcholmi a δ(G) ≥ 1 možno rozdelit’ podl’a zadania. Nech H
je graf, ktorý má n+ 1 vrcholov a δ(H) ≥ 1. Nech v je vrchol grafu G s minimálnym stupňom. Ak graf H − v
(ktorý má n vrcholov) má minimálny stupeň aspoň 1, tak preto podl’a indukčného predpokladu možno rozdelit’

jeho vrcholy do dvoch skuṕın tak, aby každý jeho vrchol mal suseda v inej ako jeho skupine. Vrchol v má v
grafe H − v aspoň jedného suseda u. Na základe toho vrchol v dáme do inej skupiny, ako v ktorej je vrchol u.
Tým zaruč́ıme, že aj vrchol v má suseda v inej skupine ako je on sám.

Nech teda graf H−v má minimálny stupeň 0. Odstráneńım vrchola v z grafu H sme z každého vrchola odstránili
najviac jednu hranu, preto δ(H) = 1. Nech teda v grafe H − v sa nachádza vrchol u stupňa 0. Ked’že vrchol
u mal v grafe H stupeň aspoň 1, musel byt’ spojený hranou práve s vrcholom v. A ked’že v má stupeň 1, tak
v grafe H − v je vrchol u jediný, ktorý má stupeň 0. Preto graf H − {v, u} má minimálny stupeň aspoň 1 a
n− 1 ≤ n vrcholov, a teda podl’a indukčného predpokladu možno jeho vrcholy požadovane rozdelit’. Vrcholy u,
v rozdeĺıme ako v pŕıpade n = 2. Takto dostávame opät’ vyhovujúce rozdelenie vrcholov na dve skupiny.

Ukázali sme, že v oboch pŕıpadoch vieme rozdelit’ vrcholy grafu H a tým je dôkaz indukciou ukončený.

Riešenie cez kostru. Tvrdenie nám stač́ı ukázat’ pre súvislé grafy, nakol’ko nám potom stač́ı použit’ tento výsledok
na každý komponent súvislosti grafu G. Predpokladajme teda, že graf G je súvislý. Potom G obsahuje kostru
K. Ked’že kostra je strom, tak ide o bipartitný graf s part́ıciami A, B. Ked’že kostra je súvislá, každý vrchol
kostry K, a teda aj grafu G má suseda v kostre K. Ked’že K je bipartitný graf, tak sa tento sused nachádza v
inej part́ıcii. Preto je rozdelenie vrcholov {A,B} vyhovujúce.

Úloha 4. (BONUS, 2 body) Kol’ko existuje postupnost́ı d́lžky n z malých ṕısmen anglickej abecedy, ktoré
neobsahujú uktg ako súvislú podpostupnost’?

Riešenie. Pre i ∈ {1, 2, . . . , n−3} označme Mi množinu postupnost́ı malých ṕısmen anglickej abecedy, v ktorých
sa na i-tej poźıcii zač́ına súvislá podpostupnost’ uktg. Chceme vypoč́ıtat’ |M ′1∩M ′2∩· · ·∩M ′n−3|, čo podl’a prinćıpu
inklúzie a exklúzie vypoč́ıtame ako

|M ′1 ∩M ′2 ∩ · · · ∩M ′n−3| =
n−3∑
k=0

(−1)k
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n−3

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mik |.
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Množina Mi1∩Mi2∩· · ·∩Mik obsahuje práve tie postupnosti, v ktorých sa uktg zač́ına na poźıciách i1, i2, . . . , ik.
V pŕıpade, že niektoré dve i-čka sú vzdialené menej ako 4, teda plat́ı ij ≥ ij+1−3 pre nejaké j ∈ {1, 2, . . . , n−4},
tak také postupnosti neexistujú. Preto môžeme tieto nulové členy vyhodit’ a sumovat’ tak len cez tie indexy
(i1, i2, . . . , ik), pre ktoré plat́ı

1 ≤ i1, i1 < i2 − 3, i2 < i3 − 3, . . . , ik−1 < ik − 3, ik ≤ n− 3, (2)

teda
1 ≤ i1 < i2 − 3 < i3 − 6 < · · · < ik − 3k + 3 ≤ n− 3k.

Použit́ım substitúcie ja = ia − 3(a− 1) tak môžeme ekvivalentne sumovat’ pomocou indexov

1 ≤ j1 < j2 < j3 < · · · < jk ≤ n− 3k.

Preto počet spôsobov, ako vybrat’ indexy i tak, aby sṕlňali (2) je
(
n−3k

k

)
. Pri takomto výbere indexov plat́ı

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mik | = 26n−4k, lebo každý z k výskytov postpnosti uktg nám určuje ṕısmená na 4 poźıciách,
teda nám ostáva určit’ ṕısmená na zvyšných n− 4k poźıciách. Preto si môžeme našu sumu zjednodušit’

|M ′1 ∩M ′2 ∩ · · · ∩M ′n−3| =
n−3∑
k=0

(−1)k
∑

1≤i1<i2−3<i3−6<···<ik−3k+3≤n−3k

|Mi1 ∩Mi2 ∩ · · · ∩Mik | =

=

n−3∑
k=0

(−1)k
∑

1≤i1<i2−3<i3−6<···<ik−3k+3≤n−3k

26n−4k =

=

n−3∑
k=0

(−1)k
(
n− 3k

k

)
26n−4k.

Úloha 5. (BONUS,, 2 body) Nech G je graf s n vrcholmi a minimálnym stupňom aspoň 2n/3. Dokážte, že graf
G obsahuje kružnicu prechádzajúcu cez všetky vrcholy.

Riešenie. Najskôr ukážeme, že graf G obsahuje kružnicu d́lžky aspoň 2n/3 + 1. Nech P = v0, v1, . . . , vk−1 je
najdlhšia cesta grafu G. Vrchol v0 má d ≥ 2n/3 sudov, ktoŕı sa musia všetci nachádzat’ na ceste P (inak by to
nebola najdlhšia cesta). Sused vrchola v0, ktorý sa nachádza na ceste P najd’alej od v0 je vrchol vl, kde l ≥ d.

Graf G teda obsahuje kružnicu v0, v1, . . . , vd d́lžky d+ 1 ≥ 2n/3 + 1.

Teraz ukážeme, že v G nájdeme aj kružnicu cez všetky vrcholy. Nech C je najdlhšia kružnica grafu G, ktorá má
d́lžku k. Podl’a predošlého odseku je jej d́lžka aspoň 2n/3 + 1. Pre spor teraz predpokladajme, že nejaký vrchol
v sa na tejto kružnici nenachádza.

Vrchol v má stupeň aspoň 2n/3. Z toho mimo kružnice má najviac n − k − 1 susedov. Preto je na kružnici C
aspoň 2n/3 − n + k + 1 = k + 1 − n/3 vrcholov, ktoré sú susedné z vrcholom v. Vrcholy kružnice C možno
rozdelit’ na dk/2e ≤ (k + 1)/2 množ́ın, z ktorých každá obsahuje dva susedné vrcholy, resp. v pŕıpade že k je
neprárne, tak jedna z nich obsahuje jeden vrchol. Ked’že plat́ı

k + 1− n/3 > k + 1

2
⇔

⇔ 2k + 2− 2n/3 > k + 1⇔
⇔ k > 2n/3− 1,

tak v má na kružnici C viac susedov, ako máme na nej množ́ın vrcholov. Preto podl’a Dirichletovho prinćıpu v má
na kružnici nejakých dvoch susedov x, y, ktoŕı sú susedńı na kružnici C. Preto ak z kružnice C odstránime hranu
xy a pridáme hrany xv a vy, tak dostaneme kružnicu grafu G, ktorá má k + 1. A to je spor s tým, že kružnica
C bola najdlhšia kružnica grafu G. Preto najdlhšia kružnica grafu G muśı obsahovat’ všetky vrcholy.
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