Sada domacich tloh z UKTG ¢. 3
Termin: pondelok 10. 5. 2021, 23:59

Uloha 1. (8 body) Uréte, kolko existuje usporiadanych n-tich celych &sel (z1,22,...,2,), kde pre kazdé
1€ {1,2,...,n} plati 0 < z; < 47, a navySe plat{

r1+ T2+ -+, =k

Vysledok moézete uviest v tvare jednej sumy.

Riesenie. Nech pre fixné n, k je M mnozina vSetkych rieSeni rovnice 1 + z2 + ..., = k v obore prirodzenych
¢isel. Nech pre i € {1,2,...,n} je M; mnozina tych riesen{ z M, pre ktoré plati x; > 48. Pocet riesen{ rovnice
so zadania je |[M] N M5 N ---N M/ |. Podla principu zapojenia a vypojenia tento pocet vypo&itame ako
n
IM{NMyO--- M= (-1) > |M;, 0 Mg, N ---0 Mg,

=0 1<i1<iz< <y <n

Mnozina M;, N M;, N--- N M;, obsahuje tie rieenia z M, pre ktoré plati x, > 48 pre vsetky a € {i1,i2,...,4},
teda ide o také riesenie, kde nejakych [ fixnych premennych je zarucene aspon 48 (avSak nie nutne si to jediné
také). Podme urcit ich poet. Najskor nastavme x;,, z;,, ..., 2; na hodnotu 48. Tym sme z celkového stctu
premennych zobrali hodnotu 48/, a teda ndm ostala hodnota k — 48[, ktorti potrebujeme prerozdelit medzi n
neznamych. V kazdom z k — 48] krokov si zvolime jednu nezndmu, ktort zvysime o 1. Pri volbach neznamych
ndm nezalezi na poradi a vybrané nezndme sa aj moézu opakovat. Ide teda o kombindcie s opakovanim triedy
k — 481 z n prvkov, ktorych pocet je

k—481—1
|MilmMiQH---mMil|:<n+ )

n—1

V pripade, ze k — 48] < 0, tak mame 0 moznosti, cComu aj zodpoveda nase kombinaéné ¢islo. Preto

IM{N My M= (~1) > |M;, "M, N -0 M, | =

=0 1<ip<io<---<i1<n
= n+k—480 -1

D ICVED )=
1=0 1<iy <ig<--<i1<n n—1
= n\ (n+k—480—1

= —1)t
2T

¢o je teda hladany pocet rieSeni rovnice. O

Uloha 2. (2 body) Nech

k=0
Rozhodnite, ¢i plati
a) f(n) = O(V/n),
b) f(n) = ©(n%) pre nejaki realnu konstantu a — ak dno, ndjdite jednu taki konStantu (nemusite riesit, ¢i
ich existuje viac).

Vsetky vase tvrdenia formélne dokazte. Vychédzajte pri tom len z definicii.

Riesenie. Skor, ako za¢neme riesit jednotlivé podilohy, uvedomme si, ze pre vietky n > 0 plati
n k n
n /n n
NCED SRIEED SRCED SED SCED SR
k>n/2 k>n/2 k=0 k=1 k=1

teda mame odhad

;‘\/Z < J(n) < ny/m. 1)



a) Ukdzeme, 7e f(n) # O(y/n). Pre spor predpokladajme, 7e pre kazdé ¢ € RY a ng € N plati pre vsetky
n > ng nerovnost

f(n) <cyn.

S vyuzitim nerovnosti (I}) mame

\/z < f(n) < cv/n, teda % g < cv/n,

|3

¢o je ekvivalentné s

i <
— <ec
2v2 ~
Tato nerovnost vSak neplati pre Ziadne n > ¢ - 2/c, ¢o je spor s tym, Ze mé platit pre vietky n viicie rovné
ako nejaké ng.

b) Vdaka nerovnosti plati f(n) < 1-ny/n pre vietky n > 0. Preto f(n) = O(ny/n). Taktiez vdaka
plati ny/n < 2v/2 - f(n) pre vietky n > 0. Preto f(n) = Q(ny/n). Tym sme ukazali, ze f(n) = O(n2).

O

Uloha 3. (2 body) Dokéaite, Ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého minimdlny stupeii je aspoii 1, mozno rozdelit
na dve skupiny tak, ze kazdy vrchol méa suseda v druhej skupine ako je on sam.

Riesenie matematickou indukciou. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla po¢tu vrcholov grafu G,
ktory si oznacime n. Kedze 6(G) > 1, tak n > 2. Ak n = 2, tak graf ma len dva vrcholy spojené hranou. Kazdy
vrchol dame do jednej skupiny, ¢im dostaneme vyhovujice rozdelenie.

Predpokladajme teraz, 7e kazdy graf G s najviac n vrcholmi a §(G) > 1 mozno rozdelif podla zadania. Nech H
je graf, ktory ma n + 1 vrcholov a 6(H) > 1. Nech v je vrchol grafu G s minimalnym stupfiom. Ak graf H — v
(ktory mé n vrcholov) ma minimélny stupen aspoii 1, tak preto podla indukéného predpokladu mozno rozdelit
jeho vrcholy do dvoch skupin tak, aby kazdy jeho vrchol mal suseda v inej ako jeho skupine. Vrchol v mé v
grafe H — v aspon jedného suseda u. Na zaklade toho vrchol v dame do inej skupiny, ako v ktorej je vrchol wu.
Tym zaru¢ime, ze aj vrchol v ma suseda v inej skupine ako je on sam.

Nech teda graf H —v ma minimalny stupen 0. Odstrdnenim vrchola v z grafu H sme z kazdého vrchola odstrénili
najviac jednu hranu, preto §(H) = 1. Nech teda v grafe H — v sa nachddza vrchol u stupiia 0. Ked'Ze vrchol
u mal v grafe H stupen aspon 1, musel byt spojeny hranou prave s vrcholom v. A kedZe v m4 stupeii 1, tak
v grafe H — v je vrchol u jediny, ktory mé stupen 0. Preto graf H — {v,u} méd minimdlny stupen aspon 1 a
n — 1 < n vrcholov, a teda podla indukéného predpokladu mozno jeho vrcholy pozadovane rozdelit. Vrcholy u,
v rozdelime ako v pripade n = 2. Takto dostdvame opit vyhovujice rozdelenie vrcholov na dve skupiny.

Ukézali sme, Ze v oboch pripadoch vieme rozdelif vrcholy grafu H a tym je dokaz indukciou ukonéeny. O

Riesenie cez kostru. Tvrdenie ndm staci ukézaf pre sivislé grafy, nakolko ndm potom staéi pouzit tento vysledok
na kazdy komponent suvislosti grafu G. Predpokladajme teda, ze graf G je stuvisly. Potom G obsahuje kostru
K. Ked'ze kostra je strom, tak ide o bipartitny graf s particiami A, B. KedZe kostra je stivisld, kazdy vrchol
kostry K, a teda aj grafu G ma suseda v kostre K. Ked'ze K je bipartitny graf, tak sa tento sused nachddza v
inej particii. Preto je rozdelenie vrcholov {4, B} vyhovujice. O

Uloha 4. (BONUS, 2 body) Kolko existuje postupnosti diZky n z malych pismen anglickej abecedy, ktoré
neobsahuji uktg ako stuvisli podpostupnost?

Riesenie. Prei € {1,2,...,n—3} oznaéme M; mnozinu postupnost{ malych pismen anglickej abecedy, v ktorych
sa na i-tej pozicii za¢ina sivisld podpostupnost uktg. Checeme vypoéitat |M{NMiN---NM] _,|, ¢o podla principu
inklizie a exklizie vypocitame ako

n—3
MMy M, g = (1) > |M;, 0 Mg, 0 -0 M, ).
k=0 1<y <ip < <ip<n—3



Mnozina M;, NM;,N---NM;, obsahuje prave tie postupnosti, v ktorych sa uktg za¢ina na pozicidch ¢y, 42, ..., ix.
V pripade, Ze niektoré dve i-cka st vzdialené menej ako 4, teda plati i; > i;,1 —3 pre nejaké j € {1,2,...,n—4},
tak také postupnosti neexistuji. Preto mozeme tieto nulové éleny vyhodit a sumovat tak len cez tie indexy
(41,19, . ..,1x), pre ktoré plati

1<idy, @1 <ia—3, d2<iz—3, ..., dp_1<ip—3, ir<n-—3, (2)
teda
1< <ig—3<iz3—6<---<ip—3k+3<n-—3k.
Pouzitim substiticie j, = i, — 3(a — 1) tak moZeme ekvivalentne sumovat pomocou indexov
1<j1<ja<js<--<jp<n-—3k
Preto pocet sposobov, ako vybraf indexy i tak, aby spfﬁali je (”;3’“). Pri takomto vybere indexov plati

|M;, " M, N---NM;, | =26"* lebo kazdy z k vyskytov postpnosti uktg ndm uréuje pismena na 4 poziciach,
teda ndm ostdva uréit pismend na zvysnych n — 4k pozicidch. Preto si méZeme nasu sumu zjednodusit

M{ MO0 M = 3 (1) > [Mi, 0 M, -+ 0 My | =
1<i1<i2—3<i3—6< - <ip —3k+3<n—3k

=> (- 3 264 =

1<i1<i2—3<i3—6<--<ip —3k+3<n—-3k

— 3k
,1)k <TL k'?) >26n4k:'

I
—

O

Uloha 5. (BONUS,, 2 body) Nech G je graf s n vrcholmi a minimalnym stupiiom aspon 2n/3. Dokazte, ze graf
G obsahuje kruznicu prechadzajicu cez vSetky vrcholy.

Riesenie. Najskor ukazeme, ze graf G obsahuje kruznicu dIZky aspon 2n/3 + 1. Nech P = vg,v1,...,05_1 je
najdlhgia cesta grafu G. Vrchol vg mé d > 2n/3 sudov, ktorf sa musia vsetci nachddzat na ceste P (inak by to
nebola najdlhsia cesta). Sused vrchola vg, ktory sa nachddza na ceste P najd’alej od vg je vrchol vy, kde I > d.
Graf G teda obsahuje kruznicu vg, vy, . .., vqg dizky d+1>2n/3+1.

Teraz ukdzeme, ze v G ndjdeme aj kruznicu cez vsetky vrcholy. Nech C' je najdlhsia kruznica grafu G, ktord ma
dlzku k. Podla predoslého odseku je jej dlzka aspoii 2n/3 + 1. Pre spor teraz predpokladajme, Ze nejaky vrchol
v sa na tejto kruznici nenachédza.

Vrchol v mé stupen aspon 2n/3. Z toho mimo kruznice mé najviac n — k — 1 susedov. Preto je na kruznici C
aspon 2n/3 —n+k+ 1 =k + 1 — n/3 vrcholov, ktoré si susedné z vrcholom v. Vrcholy kruznice C' mozno
rozdelit na [k/2] < (k + 1)/2 mnozin, z ktorych kazda obsahuje dva susedné vrcholy, resp. v pripade 7e k je
neprarne, tak jedna z nich obsahuje jeden vrchol. Ked'ze plati

k+1
k+1—n/3>%@
S2k+2-2n/3>k+1&
< k>2n/3 -1,

tak v ma na kruznici C viac susedov, ako méame na nej mnozin vrcholov. Preto podla Dirichletovho principu v ma
na kruznici nejakych dvoch susedov z, y, ktor{ st susedni na kruznici C. Preto ak z kruznice C' odstranime hranu
xy a priddme hrany zv a vy, tak dostaneme kruznicu grafu G, ktord ma k + 1. A to je spor s tym, Zze kruznica
C bola najdlhsia kruznica grafu G. Preto najdlhsia kruznica grafu G musi obsahovat vietky vrcholy. O



