Cvicenie 12: Grafy III — bipartitné a eulerovské grafy

Eulerovské grafy

Definicia 1. Suvisly graf G = (V, E) je eulerovskyj, ak v iom existuje uzavrety £ah obsahujici vietky
hrany (eulerovsky £ah).

Veta 1. Nech G = (V,E) je sivisly graf. Graf G je eulerovsky prdve vtedy, ked si stupne vietkijch
jeho vrcholov pdrne.

Veta 2. Nech G = (V,E) je sivislyj graf. V grafe G ezistuje otvorensj fah obsahujici vsetky hrany
prdve vtedy, ked v grafe G existuji prdve dva vrcholy nepdrneho stupria.

Definicia 2. Hranovy graf L(G) grafu G je graf, ktorého vrcholmi s hrany grafu G a dva vrcholy si
spojené hranou préave vtedy, ked hrany, ktoré si reprezentované vrcholmi L(G), maju spoloény vrchol.

Uloha 1. Zistite, ¢i sd nasledujice grafy eulerovské:
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Uloha 2. Zistite, ¢i v grafoch z predchddzajiicej tlohy existuje otvoreny tah obsahujtici vsetky
hrany.

Uloha 3. Dokdzte vetu 2l
Uloha 4. N3ajdite vsetky n > 1 také, ze kompletny graf K,, je eulerovsky.
Uloha 5. Dokézte alebo vyvratte masledujice implikacie:
1. Graf G je eulerovsky = hranovy graf L(G) je eulerovsky.
2. Hranovy graf L(G) je eulerovsky = graf G je eulerovsky.
Uloha 6. Dokdzte, ze bipartitiny hamiltonovsky graf m4 obe particie rovnakej velkosti.

Uloha 7. Ked chceme povedat, Ze premenné a, b, ¢ maji navzajom rozne hondoty, tak na to
Casto pouzivame zapis a # b # ¢ # a. Zapis a # b # ¢ nestaci, lebo relicia # nie je tranzitivna
a nevyplyva z neho, Ze a # c. Najdite vietky kladné celé &isla n, pre ktoré vieme zapisat, ze n
premennych je navzajom roznych, s vyuzitim ('2’) symbolov # (pre n = 3 teda mdme vyssie priklad
vyhovujiceho zdpisu).

Uloha 8. Nech M = {1,2,...,17}. Dokézte, Ze existuje postupnost prvkov mnoziny (]\g[)7 v ktorej
sa kazda dvojca navzajom disjunktnych 5-prvkovych podmnozin mnoziny M nachadza préve raz
vedla seba.



Uloha 9. Hypotéza o dvojitom pokryti kruznicami hovori, ze pre kazdy graf G, ktory neobsahuje
most, existuje mnozina kruznic multimnozina K také, ze kazda hrana grafu G sa nachadza prave v
dvoch kruzniciach z K. Dokézte, ze tato hypotéza plati pre eulerovské grafy. (Most je taka hrana
grafu, ktorej odstranenim sa zvysi po¢et komponentov.)

Planarne grafy

Definicia 3. Suvisly graf G = (V, E) je plandrny, ak sa d4 nakreslit do roviny bez kriZzenia hran.

Definicia 4. Nech suvisly graf G = (V, E) je nakresleny do roviny (rovinng graf). Oblast rovinného
grafu G je plocha ohrani¢end hranami grafu G. Velkost oblasti je dlzka najkratsieho uzavretého sledu
obsahujiceho hrany ohrani¢ujice oblast.

Veta 3 (Eulerova formula). Nech G = (V, E) je sivisly rovinng graf a nech F je mnoZina jeho oblasti.
Potom plati
V=Bl + |F| = 2.

Uloha 10. Néjdite plandrny graf, ktory mé dve rozne nakreslenia. To znamena4, 7e sa dé nakreslit
dvomi réznymi sposomi tak, Ze velkosti oblasti jedného nakreslenia st iné ako velkosti oblasti
druhého nakreslenia.

Uloha 11. Dokazte, ze Petersnov graf nie je planarny.

Uloha 12. Dokézte, ze kompletny bipartitny graf K» , je plandrny pre vSetky n. Aky moze mat
pocet oblasti?

Uloha 13. Dokdite, ze kazdy plandrny graf ma vrchol stupna najviac 5.

Uloha 14. N3§jdite vsetky platonske telesa. St to savislé rovinné grafy, pre ktoré plati, ze vsetky
ich oblasti maji rovnaku velkost a vietky vrcholy maji rovnaky stupei.

Bipartitné grafy

Uloha 15. Nech n,m > 1 st prirodzené ¢isla. Ndjdite pocet vSetkych jednoduchych bipartitnych
grafov na mnozine vrcholov V = {uy,...,un,v1,...,0n}, ktorych partie st dané mnozinami vr-
cholov Vi ={uq,...,un} a Vo ={v1,...,om}.

Uloha 16. Dokézte, ze kazdy reguldrny bipartitny graf musi maf parny poéet vrcholov. Njdite
vhodné zosilnenie tohto tvrdenia.

Uloha 17. Nech G je suvisly 3-reguldrny bipartitny graf. Dokazte, ze ak z neho odstranime
Tubovolny vrchol, tak ostane stivisly.

Uloha 18. Nech G je stvisly 3-reguldrny bipartitny graf. Dokdzte, ze ak z neho odstranime
Tubovolni hranu, tak ostane stivisly.



Riesenia

11.
12.

13.
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16.

Obsahuje subdiviziu K5 alebo aj K3 3.
n vrcholov dajte do stredu medzi dva vrcholy. M4a vzdy n oblasti.
Sporom. Mal by privela hran.

. https://sk.wikipedia.org/wiki/Plat’%C3%B3nske_teleso + podla tejto definicie aj kruznice.

Spoéitame pocet hran a vyjde, Ze jeho particie musia byt rovnako velké.

17.

18.


https://sk.wikipedia.org/wiki/Plat%C3%B3nske_teleso

