Sada domacich uloh z UKTG ¢. 1
Termin: stvrtok 10. 3. 2022, 23:59

Uloha 1. (8 body) Méme dany konvexny n-uholnik, kde n je celé &fslo a n > 3. Pomocou niekolkych priamok
ho rozdelime na samé trojuholniky. Dokazte, Ze po tomto procese dostaneme urcite aspon n — 2 trojuholnikov.

Pozndmka. Mnohouholnik M je konverny, ak pre kazdi dvojicu bodov X, Y (¢ uz z obvodu alebo z vniitra)
mnohouholnik M obsahuje celt tsecku XY. Ekvivalentne sa d4 povedat, ze mnohouholnik je konvexny, ak
vSetky jeho vnitorné uhly sd mensie ako 180°.

Riesenie. Skor nez sa pustime do dokazu, tak si uvedomme, ze ak z kazdého n-uholnika dostaneme aspor n — 2
trojuholnikov, tak aj z kazdého k-uholnika pre k > n musime dostat aspont n — 2 trojuholnikov. Je tomu tak
prelo, lebo kazdy n uholnik mozno brat ako &pecidlny pripad k-uholnika, kde niektoré jeho vrcholy leZia na
priamke. Uvazovanie takychto degenerovanych k-uholnikov ndm dokaz neovplyvni.

Tvrdenie zo zadania dokéZeme tiplnou matematickou indukciou. Pre n = 3 rozdelujeme trojuholnik a zjavne po
Iubovolnom rozdeleni dostaneme aspoii 1 = n — 2 trojuholnik.

Predpokladajme, ze pre kazdé celé k, kde 3 < k < n, plati: Ak rozdelime konvexny k-uholnik priamkami na
trojuholniky, tak dostaneme aspoii k—2 trojuholnikov. Uvazujme teraz lubovolny konvexny n-uholnik a luboviné
jeho rozdelenie priamkami na trojuholniky. Vyberme si jednu priamku. T4 ho vdaka konvexnosti rozdeli na
a-uholnik a b-uholnik (oba opif konvexné) pre nejaké celé ¢isla a,b > 3. Spocitanim vrcholov vzniknutych
mnohouholnikov zapocitame isto kazdy vrchol n-uholnika a dva spolo¢né vrcholy a- a b-uholnika zapocitame
dvakrat. Preto a +b > n+ 2. Ak a < n aj b < n, tak z indukéného predpokladu vyplyva, ze po rozdeleni
a-uholnika ndm musi vzniknit aspoii a — 2 trojuholnikov a z b-uholnika aspoii b — 2 trojuholnikov. Spolu tak
dostavame aspon
a—2+b—2=a+b—-4>n+2—-4=n-2 trojuholnikov,

¢o sme mali dokézat.

Co ak neplati a < n Ab < n? Bez ujmy na vieobecnosti nech a > n. Potom z a-uholnika musi vzniknit aspon
tolko trojuholnikov ako z (n — 1)-uholnika, ¢o je z indukéného predpokladu asponi n — 3. Z b-uholnika musi
vzniknit aspoii jeden. Dostdvame tak, Ze rozhodne musime dostat aspoit m — 3 + 1 = n — 2 trojuholnikov. Tym
je indukény krok dokazany. O

Uloha 2. (3 body) Najdite najmensie ¢islo n, pre ktoré plati nasledovné tvrdenie: Z lubovolného rozmiestnenia
n kralov na Sachovnici 8 x 8 mozno vybrat piatich, z ktorych sa Ziadni dvaja neohrozuji. Spravnost vasho
tvrdenia dokéazte.

Pozndmka. Dvaja krali sa ohrozuji, ak sa nachadzaji na polickach, ktoré maji spolo¢ny vrchol alebo stranu.

Riesenie. Ukdzeme, 7e najmengie hladané n je 17.

Ak je n = 16, tak umiestnime 16 kralov do $tvorca 4 x 4. Ten mozno rozdelif na tyri $tvorce 2 x 2 (obrdzok .
Ak vyberieme zo 16 krélov lubovolnych pit, tak z Dirichletovho principu budi v jednom $tvorci 2 x 2 aspoii
dvaja a ti sa zjavne ohrozujui. Preto zo 16 kralov, a zjavne aj hocijakého mensicho poc¢tu kralov, nevieme vybraf
pét neohrozujtcich sa.
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Teraz uvazujme Tubovolné rozmiestnenie 17 kralov. Policka sachovnice rozdelfime na 4 mnoziny podla obrézka[2}
Lahko overime, Ze krali na polickach z rovnakej mnoziny sa navzajom neohrozuji. Ked'ze 17/4 > 4, z frekvenénej
formy Dirichletovho principu vyplyva, Ze v niektorej mnozine sa nachadzaji aspon piati krali, a ti sa navzajom
neohrozuju.

Formadlne rieSenie druhej éasti 7o isté riesenie mozno prepisat o nieco viac formdlne nasledovnyjch spésobom.
Nech A je Iubovolnd mnozina 17 policok, na ktorych stoja krali. Pod polickom myslime usporiadant dvojicu
(r,s) € {0,1,...,7} x {0,1,...,7}, kde r oznacuje riadok a s stipec (na obrézku él’slujeme riadku zhora na-
dol a stipce zlava doprava). Uvazujem zobrazenie f: A — {1,2,3,4}, ktoré kazdému policku prirad{ prvok z
{1,2,3,4} ako je urc¢ené na obr&izku Ked'7e 17/4 > 4, z frekvenénej formy Dirichletovho principu vyplyva, e
existuje ¢islo i € {1,2,3,4}, ktoré sa zobraz{ aspori 5 policok mnoziny A. Lahko overime, 7ze krali na politkach
z mnoziny f~1({i}) (teda tych, ktoré sa zobrazia na i) sa navzajom neohrozuju.

Pozndmka. Zobrazenie f s predoslého odesku ma predpis

f((r,s)) =rmod2+2- (smod?2) +1.

O

Uloha 3. (BONUS, 2 body) Na salasi sa pasie 100 oviec. Vlk zje kazdy den asponi jednu ovcu a za n dnf ich zje
vietky. Urcte najmensiu hodnotu n, pre ktord zarucenie existuje suvisly tsek dni, kedy vlk zje presne 20 oviec.
(Aj jeden den povazujeme za suvisly tusek dni.)

Riesenie. Ulohu si najskor preformulujeme. Nech (aj,as,...,a,) je postupnost, kde a; je pocet oviec, ktoré
zjedol vlk v i-ty den. Definujeme postupnost (sg, s1,- .., s,), kde

$;i=a1 +as+ -+ a;, pre i € {0,1,...,n}.

Specidlne z toho mame, ze sy = 0, nakolko ide o prazdny stcet, a vd'aka podmienke zo zadania s,, = 100. Ked'ze
vlk zje kazdy den aspoinl jednu ovcu, postupnost (sg,s1,...,S,) je rastica. Zjavne, pre 0 < i < j < n, stuvisld
podpostupnost a;11+a;+2+- - -+a; ma sicet 20 prave vtedy, ked’ s; —s; = 20. Teda chceme néjst najmensie také
n, pre ktoré v postupnosti (so, s1, - . ., s,) existuji dva ¢leny s rozdielom 20. UkdZeme, Ze hladanym najmensim
n je n = 60.

Rozdelme si ¢fsla {0,1,2,...,100}, teda mozné hodnoty ¢lenov postupnosti (sg, s1, ..., Sp), na 60 mnozin:
e {z,z+20} pre z € {0,1,...,19} (20 mnozin),
o {z,z+ 20} pre x € {40,41,...,59} (20 mnozin),
e {80,100} (1 mnozina),
e {z} pre x € {81,82,...,99} (19 mnozin).

Ak je n > 60, tak m4 postupnost (sg, s1,...,S,) aspoil 61 Elenov. KedZe je to viac ako mnozin, tak z Dirich-
letovho principu musi existovat jedna mnozina, ktord obsahuje ¢leny s; a s; (0 < i < j < n), pre ktoré teda z
definicie nasich mnozin plati s; — s; = 20, ¢o sme cheeli ukdzat. (Vsimnite si, Ze postupnost s-iek obsahuje o 1
¢len viac, ako mdme pocet dni, ked'Ze sme zahrnuli do nej aj sticet pred prvym diiom.)

Pre n = 59 vieme vybraf postupnost
(50,8151 850) = (0,1,2,...,19,40,41,42, . ..,59,81,82, ...,100),

ktord neobsahuje dve éisla s rozdielom 20: v rémci podpostupnosti (0,1,2,...,19); (40,41,42,...,59)
a (81,82,...,100) vieme dostat rozdiel najviac 19 a rozdiely éisel z dvoch pospostupnosti st aspont 21. TaktieZ,
pre n < 59 dostaneme protipriklad vynechanim ¢lenov okrem prvého a posledného. Teda pre n < 60 existuje
postupnost (sg, 81, - - -, Sn), ktoré neobsahuje dva ¢leny s rozdielom 20.

Poznamka. Nase rozdelenie na mnoziny vyzera nasledovne:



{0,20}
{1,21}
{2,22}
(3,23}
(4,24}
(5,25}
{6,261
{7,27}
(8,28}
{9,29}
{10,30}
{11,31}
{12,32}
{13,33}
(14,34}
{15,35}
{16, 36}
{17,37}
{18,38}
{19,39}

{40,60}
{41,61}
{42,62}
{43,63}
{44, 64}
{45,65}
{46, 66}
{47,67}
{48, 68}
{49, 69}
{50, 70}
{51,71}
{52,72}
{53,73}
{54,74}
{55,75}
{56,76}
{57,77}
{58,78}
{59,79}

{80,100}
{81}
{82}
{83}
{84}
{85}
{86}
{87}
{83}
{89}
{90}
{91}
{92}
{93}
{94}
{95}
{96}
{97}
{98}
{99}



