
Sada domácich úloh z UKTG č. 1
Termı́n: štvrtok 10. 3. 2022, 23:59

Úloha 1. (3 body) Máme daný konvexný n-uholńık, kde n je celé č́ıslo a n ≥ 3. Pomocou niekol’kých priamok
ho rozdeĺıme na samé trojuholńıky. Dokážte, že po tomto procese dostaneme určite aspoň n− 2 trojuholńıkov.

Poznámka. Mnohouholńık M je konvexný, ak pre každú dvojicu bodov X, Y (či už z obvodu alebo z vnútra)
mnohouholńık M obsahuje celú úsečku XY . Ekvivalentne sa dá povedat’, že mnohouholńık je konvexný, ak
všetky jeho vnútorné uhly sú menšie ako 180◦.

Riešenie. Skôr než sa pust́ıme do dôkazu, tak si uvedomme, že ak z každého n-uholńıka dostaneme aspoň n− 2
trojuholńıkov, tak aj z každého k-uholńıka pre k > n muśıme dostat’ aspoň n − 2 trojuholńıkov. Je tomu tak
prelo, lebo každý n uholńık možno brat’ ako špeciálny pŕıpad k-uholńıka, kde niektoré jeho vrcholy ležia na
priamke. Uvažovanie takýchto degenerovaných k-uholńıkov nám dôkaz neovplyvńı.

Tvrdenie zo zadania dokážeme úplnou matematickou indukciou. Pre n = 3 rozdel’ujeme trojuholńık a zjavne po
l’ubovol’nom rozdeleńı dostaneme aspoň 1 = n− 2 trojuholńık.

Predpokladajme, že pre každé celé k, kde 3 ≤ k < n, plat́ı: Ak rozdeĺıme konvexný k-uholńık priamkami na
trojuholńıky, tak dostaneme aspoň k−2 trojuholńıkov. Uvažujme teraz l’ubovol’ný konvexný n-uholńık a l’ubovl’né
jeho rozdelenie priamkami na trojuholńıky. Vyberme si jednu priamku. Tá ho vd’aka konvexnosti rozdeĺı na
a-uholńık a b-uholńık (oba opät’ konvexné) pre nejaké celé č́ısla a, b ≥ 3. Spoč́ıtańım vrcholov vzniknutých
mnohouholńıkov započ́ıtame isto každý vrchol n-uholńıka a dva spoločné vrcholy a- a b-uholńıka započ́ıtame
dvakrát. Preto a + b ≥ n + 2. Ak a < n aj b < n, tak z indukčného predpokladu vyplýva, že po rozdeleńı
a-uholńıka nám muśı vzniknút’ aspoň a − 2 trojuholńıkov a z b-uholńıka aspoň b − 2 trojuholńıkov. Spolu tak
dostávame aspoň

a− 2 + b− 2 = a + b− 4 ≥ n + 2− 4 = n− 2 trojuholńıkov,

čo sme mali dokázat’.

Čo ak neplat́ı a < n ∧ b < n? Bez ujmy na všeobecnosti nech a ≥ n. Potom z a-uholńıka muśı vzniknút’ aspoň
tol’ko trojuholńıkov ako z (n − 1)-uholńıka, čo je z indukčného predpokladu aspoň n − 3. Z b-uholńıka muśı
vzniknút’ aspoň jeden. Dostávame tak, že rozhodne muśıme dostat’ aspoň n− 3 + 1 = n− 2 trojuholńıkov. Tým
je indukčný krok dokázaný.

Úloha 2. (3 body) Nájdite najmenšie č́ıslo n, pre ktoré plat́ı nasledovné tvrdenie: Z l’ubovol’ného rozmiestnenia
n král’ov na šachovnici 8 × 8 možno vybrat’ piatich, z ktorých sa žiadni dvaja neohrozujú. Správnost’ vášho
tvrdenia dokážte.

Poznámka. Dvaja králi sa ohrozujú, ak sa nachádzajú na poĺıčkach, ktoré majú spoločný vrchol alebo stranu.

Riešenie. Ukážeme, že najmenšie hl’adané n je 17.

Ak je n = 16, tak umiestnime 16 král’ov do štvorca 4× 4. Ten možno rozdelit’ na štyri štvorce 2× 2 (obrázok 1).
Ak vyberieme zo 16 král’ov l’ubovol’ných pät’, tak z Dirichletovho prinćıpu budú v jednom štvorci 2 × 2 aspoň
dvaja a t́ı sa zjavne ohrozujú. Preto zo 16 král’ov, a zjavne aj hocijakého menšieho počtu král’ov, nevieme vybrat’

pät’ neohrozujúcich sa.
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Teraz uvažujme l’ubovol’né rozmiestnenie 17 král’ov. Poĺıčka šachovnice rozdeĺıme na 4 množiny podl’a obrázka 2.
L’ahko oveŕıme, že králi na poĺıčkach z rovnakej množiny sa navzájom neohrozujú. Ked’že 17/4 > 4, z frekvenčnej
formy Dirichletovho prinćıpu vyplýva, že v niektorej množine sa nachádzajú aspoň piati králi, a t́ı sa navzájom
neohrozujú.

Formálne riešenie druhej časti To isté riešenie možno preṕısat’ o niečo viac formálne nasledovných spôsobom.
Nech A je l’ubovol’ná množina 17 poĺıčok, na ktorých stoja králi. Pod poĺıčkom mysĺıme usporiadanú dvojicu
(r, s) ∈ {0, 1, . . . , 7} × {0, 1, . . . , 7}, kde r označuje riadok a s st́lpec (na obrázku 2 č́ıslujeme riadku zhora na-

dol a st́lpce zl’ava doprava). Uvažujem zobrazenie f : A → {1, 2, 3, 4}, ktoré každému poĺıčku prirad́ı prvok z
{1, 2, 3, 4} ako je určené na obrázku 2. Ked’že 17/4 > 4, z frekvenčnej formy Dirichletovho prinćıpu vyplýva, že
existuje č́ıslo i ∈ {1, 2, 3, 4}, ktoré sa zobraźı aspoň 5 poĺıčok množiny A. L’ahko oveŕıme, že králi na poĺıčkach
z množiny f−1({i}) (teda tých, ktoré sa zobrazia na i) sa navzájom neohrozujú.

Poznámka. Zobrazenie f s predošlého odesku má predpis

f((r, s)) = rmod 2 + 2 · (smod 2) + 1.

Úloha 3. (BONUS, 2 body) Na salaši sa pasie 100 oviec. Vlk zje každý deň aspoň jednu ovcu a za n dńı ich zje
všetky. Určte najmenšiu hodnotu n, pre ktorú zaručenie existuje súvislý úsek dńı, kedy vlk zje presne 20 oviec.
(Aj jeden deň považujeme za súvislý úsek dńı.)

Riešenie. Úlohu si najskôr preformulujeme. Nech (a1, a2, . . . , an) je postupnost’, kde ai je počet oviec, ktoré
zjedol vlk v i-ty deň. Definujeme postupnost’ (s0, s1, . . . , sn), kde

si = a1 + a2 + · · ·+ ai, pre i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Špeciálne z toho máme, že s0 = 0, nakol’ko ide o prázdny súčet, a vd’aka podmienke zo zadania sn = 100. Ked’že
vlk zje každý deň aspoň jednu ovcu, postupnost’ (s0, s1, . . . , sn) je rastúca. Zjavne, pre 0 ≤ i < j ≤ n, súvislá
podpostupnost’ ai+1+ai+2+· · ·+aj má súčet 20 práve vtedy, ked’ sj−si = 20. Teda chceme nájst’ najmenšie také
n, pre ktoré v postupnosti (s0, s1, . . . , sn) existujú dva členy s rozdielom 20. Ukážeme, že hl’adaným najmenš́ım
n je n = 60.

Rozdel’me si č́ısla {0, 1, 2, . . . , 100}, teda možné hodnoty členov postupnosti (s0, s1, . . . , sn), na 60 množ́ın:

• {x, x + 20} pre x ∈ {0, 1, . . . , 19} (20 množ́ın),

• {x, x + 20} pre x ∈ {40, 41, . . . , 59} (20 množ́ın),

• {80, 100} (1 množina),

• {x} pre x ∈ {81, 82, . . . , 99} (19 množ́ın).

Ak je n ≥ 60, tak má postupnost’ (s0, s1, . . . , sn) aspoň 61 členov. Ked’že je to viac ako množ́ın, tak z Dirich-
letovho prinćıpu muśı existovat’ jedna množina, ktorá obsahuje členy si a sj (0 ≤ i < j ≤ n), pre ktoré teda z
defińıcie našich množ́ın plat́ı sj − si = 20, čo sme chceli ukázat’. (Všimnite si, že postupnost’ s-iek obsahuje o 1
člen viac, ako máme počet dńı, ked’že sme zahrnuli do nej aj súčet pred prvým dňom.)

Pre n = 59 vieme vybrat’ postupnost’

(s0, s1, . . . , s59) = (0, 1, 2, . . . , 19, 40, 41, 42, . . . , 59, 81, 82, . . . , 100),

ktorá neobsahuje dve č́ısla s rozdielom 20: v rámci podpostupnost́ı (0, 1, 2, . . . , 19); (40, 41, 42, . . . , 59)
a (81, 82, . . . , 100) vieme dostat’ rozdiel najviac 19 a rozdiely č́ısel z dvoch pospostupnost́ı sú aspoň 21. Taktiež,
pre n < 59 dostaneme protipŕıklad vynechańım členov okrem prvého a posledného. Teda pre n < 60 existuje
postupnost’ (s0, s1, . . . , sn), ktoré neobsahuje dva členy s rozdielom 20.

Poznámka. Naše rozdelenie na množiny vyzerá nasledovne:
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{0, 20} {40, 60} {80, 100}
{1, 21} {41, 61} {81}
{2, 22} {42, 62} {82}
{3, 23} {43, 63} {83}
{4, 24} {44, 64} {84}
{5, 25} {45, 65} {85}
{6, 26} {46, 66} {86}
{7, 27} {47, 67} {87}
{8, 28} {48, 68} {88}
{9, 29} {49, 69} {89}
{10, 30} {50, 70} {90}
{11, 31} {51, 71} {91}
{12, 32} {52, 72} {92}
{13, 33} {53, 73} {93}
{14, 34} {54, 74} {94}
{15, 35} {55, 75} {95}
{16, 36} {56, 76} {96}
{17, 37} {57, 77} {97}
{18, 38} {58, 78} {98}
{19, 39} {59, 79} {99}
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