Sada domacich uloh z UKTG ¢. 2
Termin: stvrtok 31. 3. 2022, 23:59

Uloha 1. (1 +1+ 1+ 1+ 1=25bodov) Hodiny telesnej vychovy sa ticastni 28 (rozlisitelnych) ziakov: 14
dievcat a 14 chlapcov.

a) Pocas futbalového zdpasu padlo 7 gélov. Kolko je moznosti, ako mohli Ziaci strelit gdly, ak Ursula, Karol,
Terka a Gustdv strelili v tomto poradi §tyri za sebou idice gély? (Pritom ndm zalez{ na poradi a jeden
7iak mohol strelit aj viac gélov.)

b) V kabinete st dresy s &islami od 1 po 99, kazdy prave raz. Kolkymi spoésobmi mozno Ziakom rozdaf dresy,
ak Janko m4 mat dres s &fslom o 1 vaésim ako Marienka?

¢) Kolkymi spdsobmi mozno rozdelit Ziakov na tri timy: postupne po 9, 9 a 10 Ziakov. Formélne, kolko je
rozkladov mnoziny Ziakov na triedy velkosti 9, 9 a 107

d) Kolkymi sposobmi mozno vybrat 10-¢lenny tim (teda mnozinu) Ziakov tak, aby obsahoval aspoii jedného
zo ziakov: Boris, Olivia, Réberta, Elena, Cyril.

e) Kolkymi sposobmi mozno zo Ziakov vybraf dva 5-clenné timy, z ktorych jeden obsahuje tri dievéatd a
druhy dve. Pod vyberom timov rozumieme mnozinu {X,Y}, kde X a Y st 5-prvkové mnoziny ziakov s
uvedenou vlastnostou.

Riesenie podiiloh a), b) spiste poriadne formalne. RieSenie by malo obsahovat formalny opis, ako vyzerd mnoZina
vietkych moznosti, a uréenie po¢tu jej prvkov podla viet z prednasok. Pri ulohdch c), d), e) staéi neformélne
zdovodnenie, preco je vas vysledok spravny.

Riesenie. Vo vsetkych rieSeniach budeme oznacovat Z mnozinu Ziakov a C, D postupne mnoziny chlapcov a
dievcat.

a) KedZe nam gélezi na poradi, tak hladané moznosti vieme vyjadrif ako mnozinu 7-¢lennych postupnosti

prvkov mnoziny Z, ktoré obsahuju (U, K, T, G) ako suvisli podpostupnost. Tiito mnozinu oznaéime M. Mnozinu

M rozlozime podla toho, na ktorej pozicii sa za¢ina podpostupnost (U, K, T, G).

My ={U} x {K} x {T} x {G} x 2°  |My| = {U}- {K} -H{T} -G} - 12)P =1-1-1-28° = 28°,

My =Z x {U} x {K} x {T} x {G} x Z*|Ma| = |Z| - {U}| - {EK}| - {T} - {G}| - |Z]* =28 -1-1-1-28% = 28°
My =2 x {U} x {K} x {T} x {G} x Z,|M3| = |Z]* - {U}| - {E}| - {T} - {G}| - |Z] =287 -1-1-1-28 = 28°,
My =2° x {U} x {K} x {T} x {G},  [Ma| = |Z]>- {U}|- {E}| - {T}| - {G}| =28°-1-1-1 =28

Ked'Ze kazd4 postupnost z mnoziny M moZe obsahovat najviac jednu stvisli podpostupnost (U, K, T, G), tak
mnoziny My, Mo, Mz a M, st navzdjom disjunktné. Preto podla pravidla stétu plati

|M| =My UMy UM;U M| = M|+ | M|+ |Ms| + | My| = 28> + 28 + 28° + 283 = 4. 28°.

b) Dresy budeme reprezentovat &islami od 1 po 99. Hladané rozdelenia dresov moZno reprezentovat ako
mnozinu

N ={fe{1,2,...,99}%; f je injektivne A f(J) = f(M)+1}.
Teda N je mnozina injektivnych zobrazeni f: Z — {1,2,...,99}, pre ktoré plati f(J) = f(M) + 1.

Nech dalej
N, ={feN; f(M) =i}, prei e {1,2,...,98}

je mnozina tych zobrazeni z N, v ktorych dostane Marienka dres i. Pre kazdé zobrazenie f € N; musi platit
f(J) =1+ 1. Preto zjavne plati

N =|{fe({1,2,...,9} — {i,i+11)Z~ M} ¢ e injektivne}| = |{1,2,...,99} — {i, i+ 1}Z={LMH — 9726
| je inj

pricom sme vyuzili vetu o poéte injektivnych zobrazeni (varidcidch bez opakovania).



Mnoziny N; su zjavne disjunktné (zobrazenia z roznych mnoZin maji réznu hodnotu f(M)), mdZzeme néjst
pocet prvkov N podla pravidla suétu ako
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99 99
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RieSenie b) cez zovseobecnené pravidlo sti¢inu Mnozinu moznost{ vyjadrime ako
N={G71); i€{1,2,...,98} A f je injeckia z Z — {J, M} do {1,2,...,99} — {i,i + 1}}.

Prvok (4, f) pritom reprezentuje moznost, kedy Marienka dostane dres i, Janko dostane dres i + 1 a kazdy zo
zvysnych ziakov z dostane dres f(z). Plati [{1,2,...,98}| = 98 a pocet injekcii z Z—{J,M}} do {1,2,...,99} —
{i,i+1} je 9728 pre kazd1 volbu i podla vety o varidciadch bez opakovania. Preto podla zovieobecneného pravidla
sti¢inu plati | N| = 98 - 9726 = 9827,

¢) Najprv vyberieme prvy 9-¢lenny tim A z 28 Ziakov, ¢o vieme spravit (298) sposobmi. Zo zvysnych 28—9 = 19
ziakov vyberieme druhy 9 ¢lenny tim B, na ¢o mame (199) moznosti. Tak nam ostane jednoznacne urceny 10-
¢lenny tim C. Takto sme dostali rozdelenie timov {A, B, C'}. Kazdé takéto rozdelenie vieme dostat préave dvomi
sposobmi: 10-élenny tim sme museli isto vybrat v trefom kroku, no dva 9-clenné sme mohli vybrat dvomi
sposobmi v prvych dvoch vyberoch. Preto pocet sposobov je

)

d) Vsetkych moznosti, ako vybrat 10-¢lenny tim je @g) »Zlych® moznosti, kedy 10-¢lenny tim neobsahuje
ziadneho z 5 vyzadovanych ziakov, je @g) Preto hladany poc¢et moznosti je

(1) - (i)

e) Tim s tromi dievéatami dostaneme tak, ze najprv vyberieme tri dievéatd ((134) sposobov) a k nim vyberieme

dvoch chlapcov ((124) sposobov). Do druhého timy vyberieme dve zo zvysnych 11 dievéat ((121) sposobov), ku

ktorym vyberieme troch zo zvy$nych 12 chlapcov ((132) sposobov). Takto dostaneme kazdé rozdelenie prave raz,
nakolko timy vieme rozli§if po¢tom dievéat. Preto je poc¢et moznych vyberov

()(2) () ()

Uloha 2. (2 body) Vypoditajte sumu v zavislosti od nezdpornych celych éisel m, n:
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Riesenie.
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Uloha 3. (BONUS, 2 body) Vypocitajte sumu v zavislosti od nezdpornych celych ¢isel n, k:

>i(3)

i=k k)

Riesenie. Najskor ukazeme, ze pre kazdé nezdporné celé ¢isla n, k plati

()= () 2

Dokaz spravime matematickou indukciou n. Pre n < k rovnost trividlne plati a pre n = k mame 1 = 1.
Uvazujme teraz nejaké n € N plati . Potom pre n = 1 mame

S()-2 0 mE)()-Gr)

¢im je indukény krok dokazany.



Teraz sa vratime k pévodnej sume:

i=k i=k
:é(k+ 1)(k+i1;(?_ I :k (Z;) -
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Riesenie cez kombinatoricki uvahu.

Zadanie ulohy Uvazujme nasledovnu kombinatoricku tlohu: Mame $portovy klub, ktorého hréci su o¢islovani
¢islami 1,2,...,n+ 1 od najmladsiecho po najstarSieho. Z hracov treba vybrat (k+ 1)-Elenny tim (podmnozinu)
spolu s kapitdnom. Kapitdn moze, ale nemusi byt sti¢astou timu, no v time musi existovat niekto starsi ako on.

1. rieSenie Mozné vybery timov rozdelime na po dvoch disjunktné mnoziny. Pre i € {k,k+1,...,n} uvazujme
mnozinu M, ktord obsahuje vybery timov, kde je hra¢ i + 1 najstarsi. Kazdy takyto tim potrebuje este vybraf
k hracov, ktorf musia byt vybrani spomedzi hrdcov {1,2,...,i}, na ¢o mame (;) moznosti. Potom eSte musime
urcif kapitdna — nim moze byt ktokolvek s mensim é&islom ako i + 1, na éo mame i moznosti. Spolu teda mame

" /i
7 moznosti.
>if,)

i=k

2. rieSenie Najprv vy¢islime mozZnosti, kedy je kapitan stcastou timu. Vtedy mame (Zﬁ) moznosti na vyber

Tudi v time. Pre kapitdna méme len k& moZnosti, kedZe nim nemdze byt najstarsi hra¢. Spolu tu teda mame

k (Zﬁ) moznosti.

Ak kapitan nie je stucastou timu, tak mame (ZE
Potom mame k + 1 sposobov ako uréit hraca, ktory nepojde do timu a bude kapitdnom — opit nemézeme zvolit

najstarsieho. V tomto pripade mame (k + 1) (Z_T_})

) moznost{ ako vybrat hracov, ¢o budi tvorit tim a kapitdna.

Vysledny pocet moznosti, a teda aj vysledok nasej sumy, teda je
n+1 n+1
k+1 .
<k+2> Tkt )<k+1>

Uloha 4. (BONUS, 2 body) Mame sadu n zavazi s hmotnostami 1!'kg, 2'kg, 3!kg, ..., nlkg. V zdvislosti od
kladného celého éisla n uréte, kolko réznych hmotnosti vieme pomocou nich odvazit na rovnoramennych vdhach?
Zavazia mozeme davat na obe strany. Spravnost vasho vysledku dokazte.

O

Riesenie. Podrobné riesenie tlohy spolu s lepsim vysvetlenim, ako nafi prist a a aj inym rieSenim moZete najst
na https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20152016/1let/seria3. pdf| ako riesenie tlohy 4.

Na zaciatok si ujasnime, ¢o znamend, Ze vieme odvazitf nejakd hmotnost. Odvazit hmotnost m € NT vieme
prave vtedy, ked existuji dve disjunktné podmnoziny zavazi A, B, pre ktoré plati m = DoacaA@ = D pep b


https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20152016/let/seria3.pdf

Teda, zZe rozlozime zavazia na dve strany vahy, aby rozdiel ich hmotnosti bol m. Do tejto definicie by sme
vedeli zahrnit aj hmotnost 0 kg, lebo staéi zvolif A = B = ). To koresponduje tomu, Ze ak mame predmet s
hmotnostou 0 kg, tak jeho umiestnenim na jednu misku vaha ostane v rovnovéhe, ém zistime jeho hmotnost.
Ked'Ze vSak takto niekto pri rieSeni neuvazoval, tak nulu do nasej definicie nezahrnieme.

Na zaciatok dokdZeme matematickou indukciou podla n ukéZeme, ze pre vietky n > 3 plati
2(n! 4+ 204+ 11) < (n+ 1) (2)

Pre n =4 plati 24 = 4! > 18 = 2 (3! + 2! + 1!). Predpokladajme, ze plati pre nejaké n potom

(IP)
2+ +nl+---+214+11) < 2n+D!++D)!'=3n+D!<(n+2)(n+ 1) =(n+2),
¢im je dokaz indukciou hotovy.
Ozna¢me p(n) pocet hmotnosti, ktoré mozno odvazit so zdvaziami hmotnosti 1!,2!, ..., n!. Zjavne
e p(1) =1, lebo vieme zjavne odvézit len 1 kg;
e p(2) = 3, lebo vieme odvazit 1 = 1!, 2= 2! a 3 = 1! 4 2! (vicsie hmotnosti zjavne nejdil);

o p(3) =9, lebo vieme odvazif 1 =11, 2 =21, 3 =3, 4=11+31,5=21+3, 6 =31, 7=3! + 11, 8 = 31 + 2!
a9 =342/ + 1! (vicsie hmotnosti zjavne nejdui).

Nech n > 3. Pri pridani nového zdvazia (n + 1)! kg vieme odvazit hmotnosti:

(i) Vsetkych p(n) hmotnosti, ktoré vieme odvézit bez zavazia (n+1)! kg. Najvécsia z nich je 11420+ - +nl.

(ii) Vsetkych p(n) hmotnosti, ktoré vieme dostat odé&ftanim povodnych od (n + 1)!. Najmensia z nich je
(n+ D= (11+24 - +nl).

(iii) Vsetkych p(n) hmotnosti, ktoré dostaneme pric¢itanim pévodnych hmotnosti k (n + 1)!.

(iv) Hmotnost (n + 1)!.

Hmotnosti z pripadov (i) a (ii) st vd'aka (2)) disjunktné. Vsetky moznosti z pripadu (iii) st vécsie ako hmotnosti
z (i) a (ii) a hmotnost z (iv) je tiez rozna od vSetkych. Teda pre n > 3 plati

p(n+1) =3p(n) + 1.

Matematickou indukciou dokazeme, ze pre n > 3 plati

33 _1

— 371—1
p(n) R

Pre n = 3 mame p(3) =9 =32 + Lgl Nech pre nejaké n plati p(n) = 3"~ + 3n_23*1. Potom

3n7273 3n7271
p(n+1):3p(n)+1:3”+T+1:3"+T.

Tym je dokaz indukciou ukonéeny a rovnako aj rieSenie tejto tlohy.



