
Sada domácich úloh z UKTG č. 2
Termı́n: štvrtok 31. 3. 2022, 23:59

Úloha 1. (1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5 bodov) Hodiny telesnej výchovy sa účastńı 28 (rozĺı̌sitel’ných) žiakov: 14
dievčat a 14 chlapcov.

a) Počas futbalového zápasu padlo 7 gólov. Kol’ko je možnost́ı, ako mohli žiaci strelit’ góly, ak Uršul’a, Karol,
Terka a Gustáv strelili v tomto porad́ı štyri za sebou idúce góly? (Pritom nám zalež́ı na porad́ı a jeden
žiak mohol strelit’ aj viac gólov.)

b) V kabinete sú dresy s č́ıslami od 1 po 99, každý práve raz. Kol’kými spôsobmi možno žiakom rozdat’ dresy,
ak Janko má mat’ dres s č́ıslom o 1 väčš́ım ako Marienka?

c) Kol’kými spôsobmi možno rozdelit’ žiakov na tri t́ımy: postupne po 9, 9 a 10 žiakov. Formálne, kol’ko je
rozkladov množiny žiakov na triedy vel’kosti 9, 9 a 10?

d) Kol’kými spôsobmi možno vybrat’ 10-členný t́ım (teda množinu) žiakov tak, aby obsahoval aspoň jedného
zo žiakov: Boris, Oĺıvia, Róberta, Elena, Cyril.

e) Kol’kými spôsobmi možno zo žiakov vybrat’ dva 5-členné t́ımy, z ktorých jeden obsahuje tri dievčatá a
druhý dve. Pod výberom t́ımov rozumieme množinu {X,Y }, kde X a Y sú 5-prvkové množiny žiakov s
uvedenou vlastnost’ou.

Riešenie podúloh a), b) sṕı̌ste poriadne formálne. Riešenie by malo obsahovat’ formálny opis, ako vyzerá množina
všetkých možnost́ı, a určenie počtu jej prvkov podl’a viet z prednášok. Pri úlohách c), d), e) stač́ı neformálne
zdôvodnenie, prečo je váš výsledok správny.

Riešenie. Vo všetkých riešeniach budeme označovat’ Ž množinu žiakov a C, D postupne množiny chlapcov a
dievčat.

a) Ked’že nám zálež́ı na porad́ı, tak hl’adané možnosti vieme vyjadrit’ ako množinu 7-členných postupnost́ı
prvkov množiny Ž, ktoré obsahujú (U,K, T,G) ako súvislú podpostupnost’. Túto množinu označ́ıme M . Množinu
M rozlož́ıme podl’a toho, na ktorej poźıcii sa zač́ına podpostupnost’ (U,K, T,G).

M1 = {U} × {K} × {T} × {G} × Z3 |M1| = |{U}| · |{K}| · |{T}| · |{G}| · |Z|3 = 1 · 1 · 1 · 283 = 283,

M2 = Z × {U} × {K} × {T} × {G} × Z2,|M2| = |Z| · |{U}| · |{K}| · |{T}| · |{G}| · |Z|2 = 28 · 1 · 1 · 1 · 282 = 283

M3 = Z2 × {U} × {K} × {T} × {G} × Z,|M3| = |Z|2 · |{U}| · |{K}| · |{T}| · |{G}| · |Z| = 282 · 1 · 1 · 1 · 28 = 283,

M4 = Z3 × {U} × {K} × {T} × {G}, |M4| = |Z|3 · |{U}| · |{K}| · |{T}| · |{G}| = 283 · 1 · 1 · 1 = 283.

Ked’že každá postupnost’ z množiny M môže obsahovat’ najviac jednu súvislú podpostupnost’ (U,K, T,G), tak
množiny M1, M2, M3 a M4 sú navzájom disjunktné. Preto podl’a pravidla súčtu plat́ı

|M | = |M1 ∪M2 ∪M3 ∪M4| = |M1|+ |M2|+ |M3|+ |M4| = 283 + 283 + 283 + 283 = 4 · 283.

b) Dresy budeme reprezentovat’ č́ıslami od 1 po 99. Hl’adané rozdelenia dresov možno reprezentovat’ ako
množinu

N = {f ∈ {1, 2, . . . , 99}Z ; f je injekt́ıvne ∧ f(J) = f(M) + 1}.

Teda N je množina injekt́ıvnych zobrazeńı f : Z → {1, 2, . . . , 99}, pre ktoré plat́ı f(J) = f(M) + 1.

Nech d’alej
Ni = {f ∈ N ; f(M) = i}, pre i ∈ {1, 2, . . . , 98}

je množina tých zobrazeńı z N , v ktorých dostane Marienka dres i. Pre každé zobrazenie f ∈ Ni muśı platit’

f(J) = i + 1. Preto zjavne plat́ı

|Ni| = |{f ∈ ({1, 2, . . . , 99}− {i, i+ 1})Z−{J,M}; f je injekt́ıvne}| = |{1, 2, . . . , 99}− {i, i+ 1}||Z−{J,M}| = 9726,

pričom sme využili vetu o počte injekt́ıvnych zobrazeńı (variáciách bez opakovania).
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Množiny Ni sú zjavne disjunktné (zobrazenia z rôznych množ́ın majú rôznu hodnotu f(M)), môžeme nájst’

počet prvkov N podl’a pravidla súčtu ako

|N | =

∣∣∣∣∣
98⋃
i=1

Ni

∣∣∣∣∣ =

99∑
i=2

|Ni| =
99∑
i=2

9726 = 98 · 9726 = 9827.

Riešenie b) cez zovšeobecnené pravidlo súčinu Množinu možnost́ı vyjadŕıme ako

N = {(i, f); i ∈ {1, 2, . . . , 98} ∧ f je injeckia z Z − {J,M} do {1, 2, . . . , 99} − {i, i + 1}}.

Prvok (i, f) pritom reprezentuje možnost’, kedy Marienka dostane dres i, Janko dostane dres i + 1 a každý zo
zvyšných žiakov z dostane dres f(z). Plat́ı |{1, 2, . . . , 98}| = 98 a počet injekcíı z Z−{J,M}} do {1, 2, . . . , 99}−
{i, i+1} je 9726 pre každú vol’bu i podl’a vety o variáciách bez opakovania. Preto podl’a zovšeobecneného pravidla
súčinu plat́ı |N | = 98 · 9726 = 9827.

c) Najprv vyberieme prvý 9-členný t́ım A z 28 žiakov, čo vieme spravit’
(
28
9

)
spôsobmi. Zo zvyšných 28−9 = 19

žiakov vyberieme druhý 9 členný t́ım B, na čo máme
(
19
9

)
možnost́ı. Tak nám ostane jednoznačne určený 10-

členný t́ım C. Takto sme dostali rozdelenie t́ımov {A,B,C}. Každé takéto rozdelenie vieme dostat’ práve dvomi
spôsobmi: 10-členný t́ım sme museli isto vybrat’ v tret’om kroku, no dva 9-členné sme mohli vybrat’ dvomi
spôsobmi v prvých dvoch výberoch. Preto počet spôsobov je

1

2

(
28

9

)(
19

9

)
.

d) Všetkých možnost́ı, ako vybrat’ 10-členný t́ım je
(
28
10

)
.

”
Zlých“ možnost́ı, kedy 10-členný t́ım neobsahuje

žiadneho z 5 vyžadovaných žiakov, je
(
23
10

)
. Preto hl’adaný počet možnost́ı je(

28

10

)
−
(

23

10

)
.

e) T́ım s tromi dievčatami dostaneme tak, že najprv vyberieme tri dievčatá (
(
14
3

)
spôsobov) a k nim vyberieme

dvoch chlapcov (
(
14
2

)
spôsobov). Do druhého t́ımy vyberieme dve zo zvyšných 11 dievčat (

(
11
2

)
spôsobov), ku

ktorým vyberieme troch zo zvyšných 12 chlapcov (
(
12
3

)
spôsobov). Takto dostaneme každé rozdelenie práve raz,

nakol’ko t́ımy vieme rozĺı̌sit’ počtom dievčat. Preto je počet možných výberov(
14

3

)(
14

2

)(
11

2

)(
12

3

)
.

Úloha 2. (2 body) Vypoč́ıtajte sumu v závislosti od nezáporných celých č́ısel m, n:

n∑
k=0

3k

k + 1

(
m

k

)(
m− k

n− k

)
.
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Riešenie.

n∑
k=0

3k

k + 1

(
m

k

)(
m− k

n− k

)
=

n∑
k=0

3k

k + 1

m!

k!(m− k)!
· (m− k)!

(n− k)!(m− n)!
=

=

n∑
k=0

3k
m!

(k + 1)!
· 1

(n− k)!(m− n)!
=

=

n∑
k=0

3k
m!

(n + 1)!(m− n)!
· (n + 1)!

(k + 1)!(n− k)!
=

=

n∑
k=0

3k

n + 1

(
m

n

)(
n + 1

k + 1

)
=

=
1

n + 1

(
m

n

) n∑
k=0

3k
(
n + 1

k + 1

)
=

=
1

n + 1

(
m

n

) n+1∑
l=1

3l−1
(
n + 1

l

)
=

=
1

3(n + 1)

(
m

n

) n+1∑
l=1

3l
(
n + 1

l

)
=

=
1

3n + 3

(
m

n

)(n+1∑
l=0

3l
(
n + 1

l

)
− 1

)
= | Binomická veta

=
1

3n + 3

(
m

n

)(
(1 + 3)n+1 − 1

)
=

=
4n+1 − 1

3n + 3

(
m

n

)
.

Úloha 3. (BONUS, 2 body) Vypoč́ıtajte sumu v závislosti od nezáporných celých č́ısel n, k:

n∑
i=k

i

(
i

k

)
.

Riešenie. Najskôr ukážeme, že pre každé nezáporné celé č́ısla n, k plat́ı

n∑
i=k

(
i

k

)
=

(
n + 1

k + 1

)
. (1)

Dôkaz sprav́ıme matematickou indukciou n. Pre n < k rovnost’ (1) triviálne plat́ı a pre n = k máme 1 = 1.
Uvažujme teraz nejaké n ∈ N plat́ı (1). Potom pre n = 1 máme

n+1∑
i=k

(
i

k

)
=

n∑
i=k

(
i

k

)
+

(
n + 1

k

)
(IP)
=

(
n + 1

k + 1

)
+

(
n + 1

k

)
=

(
n + 2

k + 1

)
,

č́ım je indukčný krok dokázaný.
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Teraz sa vrátime k pôvodnej sume:

n∑
i=k

i

(
i

k

)
=

n∑
i=k

(i + 1− 1)

(
i

k

)
=

=

n∑
i=k

(i + 1)

(
i

k

)
−

n∑
i=k

(
i

k

)
=

=

n∑
i=k

(i + 1)
i!

k!(i− k)!
−

n∑
i=k

(
i

k

)
=

=

n∑
i=k

(k + 1)
i + 1!

(k + 1)!(i− k)!
−

n∑
i=k

(
i

k

)
=

=(k + 1)

n∑
i=k

(
i + 1

k + 1

)
−

n∑
i=k

(
i

k

)
(1)
=

(1)
=(k + 1)

(
n + 2

k + 2

)
−
(
n + 1

k + 1

)
.

Riešenie cez kombinatorickú úvahu.

Zadanie úlohy Uvažujme nasledovnú kombinatorickú úlohu: Máme športový klub, ktorého hráči sú oč́ıslovańı
č́ıslami 1, 2, . . . , n+ 1 od najmladšieho po najstaršieho. Z hráčov treba vybrat’ (k+ 1)-členný t́ım (podmnožinu)
spolu s kapitánom. Kapitán môže, ale nemuśı byt’ súčast’ou t́ımu, no v t́ıme muśı existovat’ niekto starš́ı ako on.

1. riešenie Možné výbery t́ımov rozdeĺıme na po dvoch disjunktné množiny. Pre i ∈ {k, k+1, . . . , n} uvažujme
množinu M1, ktorá obsahuje výbery t́ımov, kde je hráč i+ 1 najstarš́ı. Každý takýto t́ım potrebuje ešte vybrat’

k hráčov, ktoŕı musia byt’ vybrańı spomedzi hráčov {1, 2, . . . , i}, na čo máme
(
i
k

)
možnost́ı. Potom ešte muśıme

určit’ kapitána – ńım môže byt’ ktokol’vek s menš́ım č́ıslom ako i + 1, na čo máme i možnost́ı. Spolu teda máme

n∑
i=k

i

(
i

k

)
možnost́ı.

2. riešenie Najprv vyč́ıslime možnosti, kedy je kapitán súčast’ou t́ımu. Vtedy máme
(
n+1
k+1

)
možnost́ı na výber

l’ud́ı v t́ıme. Pre kapitána máme len k možnost́ı, ked’že ńım nemôže byt’ najstarš́ı hráč. Spolu tu teda máme
k
(
n+1
k+1

)
možnost́ı.

Ak kapitán nie je súčast’ou t́ımu, tak máme
(
n+1
k+2

)
možnost́ı ako vybrat’ hráčov, čo budú tvorit’ t́ım a kapitána.

Potom máme k+ 1 spôsobov ako určit’ hráča, ktorý nepôjde do t́ımu a bude kapitánom – opät’ nemôžeme zvolit’

najstaršieho. V tomto pŕıpade máme (k + 1)
(
n+1
k+1

)
.

Výsledný počet možnost́ı, a teda aj výsledok našej sumy, teda je(
n + 1

k + 2

)
+ (k + 1)

(
n + 1

k + 1

)
.

Úloha 4. (BONUS, 2 body) Máme sadu n závaž́ı s hmotnost’ami 1! kg, 2! kg, 3! kg, . . . , n! kg. V závislosti od
kladného celého č́ısla n určte, kol’ko rôznych hmotnost́ı vieme pomocou nich odvážit’ na rovnoramenných váhach?
Závažia môžeme dávat’ na obe strany. Správnost’ vášho výsledku dokážte.

Riešenie. Podrobné riešenie úlohy spolu s lepš́ım vysvetleńım, ako naň pŕıst’ a a aj iným riešeńım môžete nájst’

na https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20152016/let/seria3.pdf ako riešenie úlohy 4.

Na začiatok si ujasńıme, čo znamená, že vieme odvážit’ nejakú hmotnost’. Odvážit’ hmotnost’ m ∈ N+ vieme
práve vtedy, ked’ existujú dve disjunktné podmnožiny závaž́ı A, B, pre ktoré plat́ı m =

∑
a∈A a −

∑
b∈B b.

4

https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20152016/let/seria3.pdf


Teda, že rozlož́ıme závažia na dve strany váhy, aby rozdiel ich hmotnost́ı bol m. Do tejto defińıcie by sme
vedeli zahrnút’ aj hmotnost’ 0 kg, lebo stač́ı zvolit’ A = B = ∅. To korešponduje tomu, že ak máme predmet s
hmotnost’ou 0 kg, tak jeho umiestneńım na jednu misku váha ostane v rovnováhe, č́ım zist́ıme jeho hmotnost’.
Ked’že však takto niekto pri riešeńı neuvažoval, tak nulu do našej defińıcie nezahrnieme.

Na začiatok dokážeme matematickou indukciou podl’a n ukážeme, že pre všetky n ≥ 3 plat́ı

2(n! + · · ·+ 2! + 1!) < (n + 1)!. (2)

Pre n = 4 plat́ı 24 = 4! > 18 = 2 · (3! + 2! + 1!). Predpokladajme, že (2) plat́ı pre nejaké n potom

2((n + 1)! + n! + · · ·+ 2! + 1!)
(IP)
< 2(n + 1)! + (n + 1)! = 3(n + 1)! < (n + 2)(n + 1)! = (n + 2)!,

č́ım je dôkaz indukciou hotový.

Označme p(n) počet hmotnost́ı, ktoré možno odvážit’ so závažiami hmotnost́ı 1!, 2!, . . . , n!. Zjavne

• p(1) = 1, lebo vieme zjavne odvážit’ len 1 kg;

• p(2) = 3, lebo vieme odvážit’ 1 = 1!, 2 = 2! a 3 = 1! + 2! (väčšie hmotnosti zjavne nejdú);

• p(3) = 9, lebo vieme odvážit’ 1 = 1!, 2 = 2!, 3 = 3!, 4 = 1! + 3!, 5 = 2! + 3!, 6 = 3!, 7 = 3! + 1!, 8 = 3! + 2!
a 9 = 3! + 2! + 1! (väčšie hmotnosti zjavne nejdú).

Nech n ≥ 3. Pri pridańı nového závažia (n + 1)! kg vieme odvážit’ hmotnosti:

(i) Všetkých p(n) hmotnost́ı, ktoré vieme odvážit’ bez závažia (n+1)! kg. Najväčšia z nich je 1!+2!+ · · ·+n!.

(ii) Všetkých p(n) hmotnost́ı, ktoré vieme dostat’ odč́ıtańım pôvodných od (n + 1)!. Najmenšia z nich je
(n + 1)!− (1! + 2! + · · ·+ n!).

(iii) Všetkých p(n) hmotnost́ı, ktoré dostaneme prič́ıtańım pôvodných hmotnost́ı k (n + 1)!.

(iv) Hmotnost’ (n + 1)!.

Hmotnosti z pŕıpadov (i) a (ii) sú vd’aka (2) disjunktné. Všetky možnosti z pŕıpadu (iii) sú väčšie ako hmotnosti
z (i) a (ii) a hmotnost’ z (iv) je tiež rôzna od všetkých. Teda pre n ≥ 3 plat́ı

p(n + 1) = 3p(n) + 1.

Matematickou indukciou dokážeme, že pre n ≥ 3 plat́ı

p(n) = 3n−1 +
3n−3 − 1

2
.

Pre n = 3 máme p(3) = 9 = 32 + 30−1
2 . Nech pre nejaké n plat́ı p(n) = 3n−1 + 3n−3−1

2 . Potom

p(n + 1) = 3p(n) + 1 = 3n +
3n−2 − 3

2
+ 1 = 3n +

3n−2 − 1

2
.

Tým je dôkaz indukciou ukončený a rovnako aj riešenie tejto úlohy.
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