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Uloha 1. (8 body) V zavislosti od nezdpornych celych &isel ¢, s urcte, kolko existuje c-cifernych &isel s cifernym
sti¢tom s. Vysledok moZete uviest v tvare jednej sumy.

Pozndmka. Ak sa Vam tloha zdé tazkd, odportcam vyskusat si ju vyrieit pre malé konkrétne hodnoty c, s.
Vhodnymi kandidéatmi na zaciatok si napr. c=5,s=8ac=7, s = 24.

Riesenie. Pocet c-cifernych ¢isel s cifernym stc¢tom s je zjavne rovny poctu rieseni rovnice
r1t+ T4+ =58, kde 1 <ax; <9AVie{2,...,c}: 0<2; <9. (1)
Nech M je mnozina rieSeni rovnice
r1+x9+--+x., =5 voboreN, kdex; >1 (2)

a nech M; obsahuje také rieSenia z M, v ktorych x; > 10. Hladany pocet rieSeni rovnice je tak [ME N MS N
- NM, CC |. Ten vypoéitame podla Dosledku 3.21 principu inklizie a exklizie

c

M AME N M=) (-1)F > |M;, 0 Mg, 0 -0 M, ).
k=0 1<i1 <o < <ip<c
Mnozina M;, N M;, N---N M;, obsahuje rieSenia rovnice , v ktorych maji premenné x;,, zi,, ..., x;, hodnotu

aspon 10. Ich pocet zistime ako pocet rozdeleni s gulic¢iek medzi ¢ chlievikov, kde v chlievikoch s poradovymi
¢islami 41,49, . .., ix je aspon 10 guliciek.

e Ak i; = 1, tak do chlievikov i1, s, ...,%; umiestnime po 10 guli¢iek. Ostane nam este rozdelit s — 10k
guli¢iek do ¢ chlievikov. Tieto rozdelenia vieme reprezentovat ako refazec s — 10k guliciek a ¢ — 1 od-
delovacov, ktoré ndm oddelujui ¢ chlievikov. Dostdvame tak (‘g_lgﬁ"{c_l) moznosti.

e Ak iy > 1 (teda aj ostané i-cka su vacsie ako 1), tak do chlievikov i1, 4o, . . ., 4, umiestnime po 10 guliciek a
do chlieviku 1 umiestnime jednu gulicku. Ostane ndm rozdelit s — 10k — 1 guli¢iek, na éo mame, analogicky

ako v predoslom pripade, (57121?{(:72) moznosti.

Teraz dokon¢ime vypocet

IMENMEN---nME| =

=> (-1)F > |M;, "M, NN M, | =
k=0

1<i1 << <ip<c

=> (-1)F S IMia M, N0 M|+ > |M;, "\ My, NN M, | | =
k=0

2<ix < <ip<c 2<i1 <ip<--<ip<c

:§<_1)k 3 <s—12k—|—16—1)+ 5 <s—12k—|—10—2) _

2<ix< - <ip<c 2<i1 <ip < <ip<c

v ()00 )

Uloha 2. (2 body) Uvazujme funkciu f: NT — R danti predpisom

Rozhodnite, ¢i plati



a) f(n)=0(n™),
b) f(n) =6(n7?),
c) f(n) =o(n7?),
d) f(n) =w(n™?)

Vsetky vase tvrdenia formdlne dokézte. Vychadzajte pri tom len z definicii (¢ize bez odvoldvania sa na tvrdenia o
asymptotike z prednésky ¢i cviceni). Nech neriesite problémy s n = 0 v definicidch z predndsky mozete nahradit
N bez problémov za Nt.

Riesenie. Najskor ukdzeme, ze f(n) > 0 pre vSetky n > 15. Totiz plati

fy =g - 5 =m0

5n n 5n?

¢o je nezaporné pre n > 15.

a) plati Ukdzeme, Ze f(n) = O(n~1). Pre vietky n > 15 plat{

£ ()| 1 3| n>15 1 3 3/n’>0 1 < 1
n = |— = — = —_— — _ —.
5n n? 5n  n? Sn n
1
Teda lf(n)| <1-|—], Yn > 15
n
Uk4zeme, ze plati f(n) = Q(n~1). Pre vietky n > 30 plati:
n > 30, | +n — 30
1
2n — 30 > —
n=s0zn g
! 3 > LI ! 3 >0 > 30
[N — —_— . —_— — — I‘
Bn n2 =10 n' ' 5n @2 oo PEn=
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5n.  n2 10 n’
1
pripadne vieme dostat aj tvar, — < 10|f(n)].
n

Ked7e plati f(n) = O(n1) aj f(n) = Q(n~1), tak f(n) = 0(n1).

b) neplati Ukdzeme, 7e f(n) # O(n~2). Pre spor predpokladajme f(n) = O(n?), teda existuji ¢ € RT a
no € N také, ze |f(n)| < c¢-n~2 pre vietky n > ng. Potom aj pre vietky n > max(15,n0) plati

1 3 1
5n  n? n2’
1 3 1
- = i .5n?
5n n?2 = n?’ | -5n
n — 15 < 5e¢, pre vietky n > max(15,ng).

Toto vsak hovori, ze n — 15 je ohrani¢ena funkcia, ¢o nie je pravda. Mame tak spor.

c) nepalti Vypocitajme limitu

1 _ 3
lim 7|f(n)| = lim 2n—n°.

n—oo N~ n—00 n
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= lim (5n —3) = 00 # 0.

n— oo

|
N}
3[0‘ 3

Preto f(n) # o(n=2).



d) plati Po prevriteni limity z predoslej podilohy méme

-2
lim —— =0,

n—oo | f(n)]
teda f(n) = w(n=2). O

Uloha 3. (2 body) Na vecierku sa stretlo 3n — 1 Tudi, n € N*. Niektoré dvojice Iudi sa medzi sebou poznaju
(vztah poznat sa je symetricky). Dokaite, Ze v kazdej takejto situdcii existuje n navzdjom disjunktnych parov
s vlastnostou, ze bud sa vsetky pary medzi sebou poznaju, alebo sa ziaden z parov medzi sebou nepozna.

Riesenie. Situdciu na veéierku si vieme reprezentovat ako graf, ktorého vrcholy st Iudia z veéierku a hranou
spajame tych, ktor{ sa poznaji. Mame ukézaf, Ze existuje mnozina dvojic vrcholov, z ktorych je bud kazd4, alebo
ziadna spojena hranou. Takuto mnozinu hran nazveme pdriky. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou
podla n. Pre n = 1 mame graf s 3n — 1 = 2 vrcholmi. Tie tvoria vyhovujtci par aj ked sd, aj ked nie st spojené
hranou.

Predpokladajme, ze pre nejaké n plati, ze kazdy graf s 3n —1 vrcholmi obsahuje péariky. Tvrdenie teraz dokazeme
pre kazdy graf G s 3(n+ 1) — 1 = 3n + 2 vrcholmi.

e Ak G m4 vietky vrcholy stupiia 0, tak nemd ziadne hrany a tak lubovolnych n disjunktnych parov vrcholov
vytvori pariky.

e Ak G ma vsetky vrcholy stupiia 3n + 1, tak ide o uplny graf a taktiez lubovolnych n disjunktnych parov
vrcholov vytvori pariky.

e Ak by G obsahoval len vrcholy stupiiov 0 a 3n+ 1 (ktoré nemézu byt v grafe naraz), tak musi st o jeden z
vysSie vyriesenych pripadov. Preto existuje vrchol u so stupniom inym od 0 a 3n+ 1. K nemu teda existuju
vrcholy v a w také, ze wv € E(G) avww ¢ E(G). Graf G—{u,v,w} mé 3n+2—3 = 3n—1 vrcholov, a preto
podla indukéného predpokladu obsahuje périky. Ak périky pozostévaji z parov spojenych hranami, tak
pridanim paru wv dostaneme pariky v grafe G. V opa¢nom pripade dostaneme périky grafu G pridanim
paru uw.

O

Pozndmka. MnoZina navzdjom disjunktnych hran sa v grafe nazyva pdrenie. Tvrdenie tak mozno sformulovat
tak, ze pre kazdy graf G s 3n + 1 vrholmi plati, Zze G alebo jeho komplement obsahuje parenie s n hranami.



