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Uloha 1. (4 body) Na sachovnicu Tubovolne rozmiestnime 17 strelcov. Dokdzte, Ze vidy je mozné spomedzi
nich vybrat troch strelcov, medzi ktorymi sa nebudi Ziadni dvaja ohrozovat, a to aj potom, o nevybranych
strelcov odstranime zo Sachovnice.

Riesenie. Sachovnica mé 8 stfpcov. Ked'ze 17/8 > 2, tak z frekvenénej formy Dirichletovho principu existuje
stlpec, v ktorom st aspon traja strelci. Tito traja strelci sa navzajom neohrozuju. O

Uloha 2. (1 + 2+ 2+ 8= 8 bodov) Anglickym slovom nazyvame Iubovolnii koneénti postupnost prvkov
26-prvkovej mnoziny pfsmen {a,b, ..., z}. Uréte, kolko je

a) anglickych slov diiky 10, v ktorych sa neopakuju pismens;

b) anglickych slov diZky 17, ktoré obsahuht prave 8 pismen a;

c¢) anglickeyh slov diiky 12, ktoré obsahuju aspon jedno pismeno g¢;
)

d) anglickych slov dizky 20, ktoré obsahuji prave dve (rozne) pismens presne 8-krét (prikladom takého slova
je aaaabaaaabbbbbbbedee).

Vase tvrdenia neformalne zdovodnite. Pre ziskanie plného poétu bodov treba vysledok uviest v uzavretom tvare,
teda bez sim, troch bodiek a podobne. Vyéislovat vysledky nemusite.

Riesenie.  a) 261: Ide o varidcie 10-triedy z 26 prvkov.

b) (187) - 25%: Najskor vyberieme zo 17 moznych pozicii 8 pozicii, na ktoré umiestnime pismend a. Ostane
ndm potom (zakazdym) 9 pozicii, na ktoré mozeme umiestnit Tubovolné z 25 pismen, o vieme spravit

259 sposobmi.

c) 262 — 2512: Vietkych anglickych slov dfiky 12 je 26'2. Tych, ktoré neobsahuji pismeno g, je 25'2, lebo
vyberame si len z 25 pismen. Slova s aspon jednym ¢ tvoria k nim doplnok.

d) (226) (280) (182) - 24*. Najskor si vyberieme (neusporiadant) dvojicu pismen, ktoré sa budi v nasom slove

vyskytovat 8-krdt — to vieme spravit (%

nachddzaf prvé z nich (napr. to skor v abecede) — vyberdme z 20 pozicii 8, teda (%) sposobov. Podobne

) sposobmi. Potom vyberieme, na ktorych miestach sa bude

vyberieme pozicie pre druhé pismeno — (182). Ostant ndm tak 4 nevybrané pozicie, na ktorych moze byt
lubovoIné pismeno okrem dvoch uz vyberanych — 24* moznosti.

O
Uloha 3. (4 body) Dokazte, ze pre kazdé kladné celé ¢isla n, k plati
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Riesenie cez algebraické tipravy. Dokazovani rovnost ekvivalentne upravime:
Lin\(n—Fk\ _(n)\(2k-1
2\ k k) \2k k
1 n! (n—Fk)! n! (2k —1)!
2 kl(n—k)! kl(n—2k)! (2k)(n—2k)! Kk(k—1)
111 1 (2k — 1)!
2 1 k' (2k)! (k—1)!
1_k
2 2k
1=1
O



Kombinatoricky dokaz. Spocitajme pocet spésobov, ako mozno spomedzi n deti s ¢islami M = {1,2,...,n}
vybrat neusporiadani dvojicu {X,Y} disjunktnych k-¢lennych timov (teda X NY =0 a X,Y € (J\lf))
Uvazujeme najprv rozlfsitelné timy. Prvy tim X (X € (I,:I)) mozno vybraf (Z) sposobmi. Potom druhy tim

Y moizno vidy vybrat (";k) sposobmi (Y € (M;X)) Néam vsak na poradi timov nezalezi, a tak sme kazdu

moznost zapocitali dvakrat. Preto po predeleni dvomi dostaneme, Ze vietkych moznsti je
1/n\/n—k
2\k k)
Vyberme najskor mnozinu Z € (2 k) ktord bude 2k deti, z ktorych vyberieme timy X a Y. Oznéme m dieta zo Z

s najmensim &islom. Rozdelenie vybranych 2k det{ na nerozligitelné timy je jednoznaéne uréené vyberom k detf,
ktoré sa nenachddzaji v time s dietafom m, ¢o je mozné (2]“,; 1) sposobmi. Spolu teda mame pocet moznosti

n\ [(2k—-1
2k k '
Formélnejsie (hoci, to nebolo az takto potrebné), zvolime Z € ( ) pricom si ozna¢ime najmensi prvok mnoziny

Z ako m a potom zvolime X € (Z_{m}) Pocet takychto vyberov (Z, X) je vzdy \(Z {m})| = (2k 1) Lahko sa
presvedéime, Ze zobrazenie, ktoré dvojici (Z, X) priradi mnozinu {X,{m} U (Z — X)} je bijekcia. Preto pocet
hladanych rozdeleni {X, Y} je podla zovSeobecneného pravidla si¢inu (%) (Qk,; ) O

Uloha 4. (4 body) Vypocitejte sumu
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Riesenie dpravovu vyrazou.
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Kombinatorické rieSenie. Uvazujme mnozinu M vsetkych n-prvkové postupnosti zlozené z pismen {4, a, b, ¢, d},
ktoré obsahuju prave jedno A. Podme vypoéitat, ktolko takych postupnosti je. Rozdelme si ich na skupinky:
do mnoziny M}, ddme tie postupnosti, ktoré obsahuji prave k spoluhldsok (teda pismen z mnoziny {b,c,d}).
Kolko ich je? Najskor vyberieme ( ) sposobmi k miest, na ktorych budu spoluhlasky. Pre kazdé z tychto k& miest
mame 3 moznosti, ktord spoluhldsku tam moézeme dat — 3% moznosti. Ostano ndm n — k miest. Na jedno z nich
ddme A, ¢o mozeme vybrat n — k sposobmi. Na zvysné miesta ddme pismend a. Postupnosti v mnozine M;, je
teda (n — k) (Z) 3*. Podla pravidla sti¢tu je vietkych postupnosti

M= | Ml = S 1M = 30— k>(Z>3k.
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Pocet takychto postupnosti mozno vsak vypocitat aj jednoduchsie. Najprv si vyberime jedno z n miest, kam
ddme A a na zvysné miesta ndm ostane 47! moznosti. Preto je dand suma rovng n - 471 O



