Cvicenie 12: Grafy III — planarne grafy a suvislost

Planarne grafy

Definicia 1. Suvisly graf G = (V, E) je plandrny, ak sa d4 nakreslif do roviny bez krizenia hrén.

Definicia 2. Nech sivisly graf G = (V, E) je nakresleny do roviny (rovinngy graf). Oblast rovinného grafu G je plocha
ohrani¢end hranami grafu G. Velkost oblasti je dlzka najkratSieho uzavretého sledu obsahujiceho hrany ohrani¢ujice oblast.

Veta 1 (Eulerova formula). Nech G = (V, E) je sivisly rovinng graf a nech F je mnoZina jeho oblasti. Potom plat{

V=B +|F| =2

Uloha 1. N4jdite plandrny graf, ktory mé dve rozne nakreslenia. To znamen4, Ze sa d4 nakreslif dvomi réznymi
sposomi tak, Ze velkosti oblasti jedného nakreslenia s iné ako velkosti oblasti druhého nakreslenia.

Uloha 2. Dokézte, ze kompletny bipartitny graf K ,, je plandrny pre vsetky n. Aky moze mat pocet oblasti?
Uloha 3. St grafy Ky, K5 a K33 plandrne?
Uloha 4. Odvod'te odhad na pocet hran plandrneho grafu, ktory neobsahuje trojuholnik.

Uloha 5. Dokazte, ze Petersnov graf nie je plandrny.

Uloha 6. Dokézte, ze kazdy plandrny graf ma vrchol stupna najviac 5.

Uloha 7. (*) N4jdite vsetky platénske telesd. St to siivislé rovinné grafy, pre ktoré plati, ze vSetky ich oblasti maji
rovnaki velkost a vsetky vrcholy majd rovnaky stupei.

Suvislost

Uloha 8. N4jdite priklady grafov, pre ktoré plati:
1. k(GQ) = A(G) = 4(G),
2. K(G) < NG) = 3(G),
3. k(G) = \G) < 4(G).
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Uloha 9. Dokéite, 7e 3-reguldrny bipartitny graf je hranovo 2-sivisly. Aj aj vrcholovo 2-stivisly?
Uloha 10. Dokézte, ze ak graf G je vrcholovo k-sdvisly, tak potom aj hranovy graf L(G) je vrcholovo k-suvisly.

Uloha 11. Nech G je k-suvisly graf a nech H je graf, ktory vznikne z G pridanim nového vrcholu v a k hrdn medzi
nim a vrcholmi G. Dokazte, ze H je k-sivisly.

Uloha 12. Graf ma k navzajom hranovo disjunktnych kostier prave vtedy, ked je hranovo k-stvisly.
1. Plati tvrdenie pre vSetky k > 17
2. Ak nie, plati niektord implikdcia?

3. Pre ktoré k plati?



4. Ako sa zmen{ jeho platnost, ak hranovi sivislost nahradime za vrcholovi?

Uloha 13. Uréte, ktoré z nasledovnych tvrdeni st ekvivalentné. Pre tie, ktoré nie si ekvivalentné, rozhodnite, ¢i
medzi nimi plati implikacia niektorym smerom. Vsetky implikacie a ekvivalencie berieme pre vsetky grafy G s aspon
tromi vrcholmi.

1) G je vrcholovo 2-suvisly.

2) G je hranovo 2-suvisly.

3) Kazdy vrchol grafu G lezi na kruznici.

5) Kazdé dva vrcholy grafu G lezia na spolo¢nej kruznici.

(1)
(2)
3)
(4) Kazda hrana grafu G lez{ na kruznici.
()
(6)

6) Lubovolny vrchol a Tubovolnd hrana grafu G leZia na spoloénej kruznici.

RieSenia

. n vrcholov dajte do stredu medzi dva vrcholy. Ma vzdy n oblasti.
Obsahuje subdiviziu K5 alebo aj K3 3.

Sporom. Mal by privela hran.
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7. https://sk.wikipedia.org/wiki/Plat%C3%B3nske_teleso| + podla tejto definicie aj kruznice.
8. Napr: 1. Uplny graf, 2. dve kruznice so spoloénym vrcholom, 3. dve kruznice spojené mostom.

9

. 'V oboch pripadoch 4no. Zoberieme si komponent, v ktorom chyba a spoéitame pocet hran dvomi spésobmi podla
poctu vrcholov v jednej particii

10. Plati L(G) — {e1,...,ex—1} = L(G — {e1,...,ex—1}) a graf G — {e1,...,ex_1} je stvisly.
11. Odstréante z H k vrcholov. Rozliste, ¢i ste odstranili v.

12. 1. Neplati — napr. cykly st 2-stvislé a nemaji dve h. disj. kostry.
2. Implikacia = plati. Pri odstraneni < k hran ostane jedna kostra neporusena.
3.

4. Plati len pre k = 1. Disjunktnost kostier nevyluéuje pritomnost artikulacie.

13. Je tam skrytych zopar chytakov, kedy treba osetrif platnost implikdcie este nejakou drobnou podmienkou.
Niektoré mozno aj netimyselne.

(1) & (5) & (6) & (T+)] = (2) = (47) = (3),
kde podmienky s hviezdickou vznikni pridanim dodatotnej podmienky, ze §(G) > 1. Bez tohto totiz (4) A (3) a
(1) 7 (1).


https://sk.wikipedia.org/wiki/Plat%C3%B3nske_teleso

