Riesenia sady domacich uloh z UKTG ¢. 1

1. iloha

Kolko najmenej roznych &isel musime vybrat z mnoziny {1,2,...,100}, aby medzi vybranymi &fslami zarucene
existovala dvojica ¢isel, ktorych rozdiel je zlozené ¢islo? Vase tvrdenie dokazte.

Pozndmka. Zlozené ¢islo je také ¢islo, ktoré mé aspon troch kladnych delitelov.

Pre prehladnost oznaéme M = {1,2,...,100}. Riesenie tlohy oznacéme x. Hodnotu x mézeme odhadoval zhola aj
zhora. Tieto dve casti méZeme robit v lubovolnom poradi. Dokonca mézZeme medzi nimi prebiehat.

Horny odhad

Pozrieme sa na to, kolko éisel ndm bude stacit. Ked'Ze tu mdme ukazovat, Ze pre vijbere x &isel existuji dve cisla,
ktorych rozdiel je zloZené cislo, tak pouZijeme Dirichletov princip. Na to si potrebujeme mmnoZinu vsetkych cisel M
rozdelit na ¢o najmenej podmnozin (holubnikov) s vlastnostou, Ze lubovolné dve éisla z podmnoZiny (holubnika) maji
rozdiel zloZené cislo.

Skusme tvorit holubniky postupne. S ktorym cislom bude ¢islo 12 Neméze byt s 2, s 3 ani so 4. Dajme k jednotke teda
¢islo 5. Ktoré éislo tam mézeme dat d'alej? Najblizsie je 9, lebo rozdiely 9 —5 =4 aj 9 — 1 = 8 si zloZené. Dalej vieme
pridat aj ¢islo 13, lebo 13—9 =4, 13—5 = 8 aj 13—1 = 12 s1 zloZené. Takto sa dostaneme k éislam {1,5,9,13,...,97},
ktoré tvoria vyhovujici holubnik. Podobne ndjdeme aj d'algie holubniky {2,6,...,98}, {3,7,...,99} a {4,8,...,100} -
teda vlastne sme rozdelili ¢isla z M do 4 holubnikov na zdklade ich zvysku po delent styrmi.

Ak teda z M vyberieme 5 ¢&isel, tak podla Dirichletovho prinipu existuji aspori dve éisla z jedného holubnika. Tieto
dve ¢isla maji rovnaky zvysok po deleni 4, preto ich rozdiel je delitelny 4. To znamend, Ze ich rozdiel je zloZené éislo.
Vybrat 5 cisel ndm teda staci. Mdme tak x > 5. Tdto ¢ast riesenia viak sama o sebe nevylucuje, Zeby sme dve ¢isla
so zloZenym rozdielom nenasli aj pri menej ako 5 vybranych cislach.

Dolny odhad

Ako ukdzeme, Ze vybrat y &isel z mnoziny M ndm nezarucuje existenciu dvoch s rozdielom rovnym zloZenému éislu?
Ndjdeme konkrétny vijber y éisel z M, kde takyj zloZensj rozdiel nie je. Cheeme teda ndjst ¢o najviac éisel z mnoziny M
ta, aby sme medzi nimi nemali dvojicu, ktorej rozdiel bude zloZené ¢cislo. Aj ked takito skupinu éisel zacneme hladat
postupne, tak ndjdeme ¢isla 1, 2, 3, 4. Najvdcsi rozdiel, o vieme z nich dostaf je 4 —1 = 3, no najmensie zloZené éislo
je aZ 4. Preto medzi éislami 1, 2, 3, 4 nie s1i dve so zloZenym rozdielom. Teda pre splnenie ilohy potrebujme vybrat z
M aspon 5 cisel.

Toto ndm vravi, Ze x > 5. Opdt, tdto cast sama o sebe nezarucuje, Ze ak mdme 5 Cisel, tak isto dvojicu so zloZenym
rozdielom ndjdeme.

Riesenie
Uké&zeme, Ze hladany najmensi pocet ¢isel, ktoré treba vybrat z M, je 5.

Ak vyberieme 4 alebo menej ¢isel z mnoziny M, tak mozeme vybrat &isla 1, 2, 3, 4 (resp. ich podmnozinu). Vidime,
7e ziadne dve z nich nemaju rozdiel zlozené &islo. Preto musime z M vybrat aspoi 5 é&isel.

Nech teda mame z M vybranych 5 &isel. Rozdelme si mnozinu M na 4 podmnoZiny
{dk+1; ke N0 <k <24}, {4k +2; ke N,0 <k <24}, {4k +3; ke N0 <k <24}, {4k +4; k e N,0 < k < 24}.

Ked'Ze 5 > 4, tak z Dirichletovho principu aspoii dve z vybranych éfsel, oznaéme ich a, b, sa nachadzaji v rovnakej
mnozine. Ked'Ze &fsla z rovnakej mnoziny maji rovnaké zvysky po deleni $tyrmi, tak 4 | @ — b. To znamen4, ze a — b
je zlozené &islo, &fm sme ukdzali, Ze vidy vieme néjst dve &isla s rozdielom rovnym zloZenému é&islu.



Iné rieSenie
Treti odsek predoslého riesenia mozno zapisat aj nasledovne

Nech teda mame z M vybranych 5 éisel. Ked'Ze méme len 4 zvysky po delen{ §tyrmi a 5 > 4, z Dirichletovho principu
existuju dve vybrané ¢isla a, b s rovnakym zvyskom po deleni Styrmi. Preto 4 | @ — b a teda rozdiel a — b je zlozené
¢islo. Tym sme ukézali, ze vidy vieme néjst dve &isla s rozdielom rovnym zlozenému &fslu.

Ak by sme cheeli pouzitie Dirichletovho principu sformulovat cez zobrazenia, tak v tomto riesené v podstate uvazujeme
zobrazenie z 5-prvkovej mnoZiny vybranych éisel, ktoré im priraduje ich zvysky po delend styrmi, ktoré maji 4 mozné
hodnoty.

2. uloha

Dokézte, ze kazdé prirodzené ¢islo mozno zapisat ako stéet niekolkych navzdjom roéznych Fibonacciho éfsel.

Fibonacciho ¢isla Fy, F1, Fs, ... st definované nasledovne: Fy = 0, F; = 1 a pre vSetky celé ¢isla n > 2 plati
F, = F,_1 + F,_5. Z4pis 2 = F| + F, nepovazujeme ako sti¢et navzéjom réznych Fibonacciho &fsel, nakolko
F, = Fs.

Tvrdenie dokdzeme uplnou matematickou indukciou.

Baza. Pre n =0 vyjadrime ¢&islo 0 ako sucet 0 Fibonacciho ¢isel, resp. ako 0 = Fy.

Indukény krok. Vezmime si teraz n > 1 a predpokladajme, ze
IP: Kazdé &islo mensie ako n vieme zapisatf ako stiéet navzéjom roéznych Fibonacciho &fsel.

Dokazme, Ze aj n vieme tak zapisat. Nech k je najviésie prirodzené &islo, pre ktoré plati Fy, < n — také zjavne existuje,
nakolko berieme maximum z neprazdnej (lebo Fy = 1 < n), ohrani¢enej (pomocou n) mnoziny. Nakolko n > Fy, tak
méme k > 2. Ked'ze n — F}, < n, tak z indukéného predpokladu vieme é&islo n — F}, zapisat ako sti¢et navzdjom roznych
Fibonacciho ¢isel. Ak k nim priddme ¢islo Fj, dostaneme vyjadrenie ¢isla n ako sucet Fibonacciho Cisel.

n = vyjadrenie n — F}, cez Fibonacciho ¢isla + Fj.
Ukéazeme, ze vyjadrenie n — Fj neobsahuje ¢islo Fj. Pre spor predpokladajme opak. Potom
n— Fp > F},.
S vyuzitim toho, Ze Fibonacciho postupnost je neklesajica, teda Fy, > Fy_; pre vietky k& > 1, mame
n>Fy+Fy 2> Fy+ Froo = Feyr

Tak sme zistili, ze Fi+1 < n. To je spor s tym, ze k je najvacsie také cislo, pre ktoré Fy < n. Teda nase vyjadrenie
¢isla n obsahuje navzajom rozne Fibonacciho ¢isla, ¢im je indukény krok dokonéeny.

Dékaz toho, Ze Fibonacciho postupnost je neklesajica, sme nevyzadovali. Aviak je to tiez dobry tréning dokazovania.
Mozete si skiusit. Totiz priamo z ich definicie to nevyplijva. Vypljva to viak z toho, Ze Fibonacciho ¢isla si nezdporné,
éo sa lahko dokdZe indukciou.



3. uloha

Nech C ={0,1,2,4,7,8}.

a) (0,4 boda) Kolko existuje 5-cifernych &isel zlozenych z cifier z mnoziny C' (mo6zu sa aj opakovat)?
b) (0,6 bodov) Kolko existuje ¢isel z podiilohy a), ktoré obsahuji za sebou idtce cifry 4277

¢) (1 bod) Kolko existuje &isel z podilohy a), v ktorych st kazdé dve susedné cifry rozne? (Takym &islom je
napr. 42470, ale nie 42247.)

Vase tvrdenia poriadne formalne dokazte.

a) Nech
M, =(C—-{0})xC*=(C—-{0})) xCxCxCxC.

Podla pravidla siéinu mame
[ M| = |(C = {0}]-|C|") =56

Zobrazenie, ktoré kazdej usporiadanej pitici (a, b, ¢, d, e) priradi éfslo abcede je zjavne bijekcia z mnoziny M, do mnoziny
vietkych 5-cifernych éisel zlozenych z cifier z C. Preto takych éisel je 5 - 64.

b) Opit &sla budeme reprezentovat usporiadanymi 5-ticami cifier. MoZnosti si rozdelime podla vyskytu iseku cifier
427. Nech teda

My={4} x {2} x {7} x Cx CU(C —{0}) x {4} x {2} x {7} x CU(C —{0}) x C x {4} x {2} x {7}.

KedZe usporiadana 5-tica moze obsahovat najviac jeden suvisly tisek (4, 2, 7), tak M, je zjednotenim troch disjunktnych
mnozin. Preto podla pravidla stiétu mame

|My| = [{4} x {2} x {7} x O x O]+ [(C = {0}) x {4} x {2} x {7} x O] +[(C = {0}) x O x {4} x {2} x {7},

¢o podla pravidla siéinu je
|My|=1-1-1-6-6+5-1-1-1-6+5-6-1-1-1=6>+2-5-6 = 96.

Zjavne existuje bijekcia z mnoziny M;, do mnoZiny hladanych rieSeni (ide o ziiZenie bijekcie z a)), ktorych je teda tiez
96.
c) Nech M, je mnozina usporiadanych 5-tic (a,b,c,d,e) € C°, kde

e a € C—{0}, kde |C — {0}] =5;
be C —{a}, kde |C — {a}| = 5 pre kazdui volbu q;

c € C —{b}, kde |C — {b}| = 5 pre kazdu volbu b;

d € C —{c}, kde |C — {c}| = 5 pre kazdu volbu ¢;
e € C —{d}, kde |C — {d}| = 5 pre kazdu volbu d.

Podla zovseobecneného pravidla stiéinu
|M.]=5-5-5-5-5=5=3125.

Opit zjavne existuje bijekcia medzi M, a mnozinou hladanych rieseni.



