Riesenia sady domacich uloh z UKTG ¢. 1

1. iloha

V zavislosti od celého ¢isla n > 0 vyjadrite sumu

Upravujme sumu:
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Ostala ndm suma, ktort vieme priamo zjednodusit pouzitim Cauchyho sé&itacieho vzorca na
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Poznamka. Poéitanie sumy sme mohli dokonéit aj pomocou vztahu
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pre m = n + 1 (samozrejme, s odpoc¢itanim jednotky). Okrem toho, Ze ho mozno dokdzat priamym pouzitim Cau-
chyho séitacieho vzorca, tak ho mozno dokézat aj kombinatoricky. Uvazujme poéet moznosti, ako vybrat m-prvkovi

podmnozinu spomedzi m muzov a m zien. Zjavne na to mame (272") moznosti. Tento poéet vieme vypoéitat aj inak:
Pre kazdé k € {0,1,...,m} vyberieme k muzov do skupiny a k Zien, ktoré budd nevybrané — teda tak vyberieme m — k

zien a dostaneme celkovo m-¢lennti podmnozinu. Pre fixné k£ mame (7:)2 takychto vyberov. Tie potom len nascitame
pre vsetky hodnoty k.

2. uloha

Rozhodnite, ¢ pre lubovolné funkcie f,g: N — R plati f = O(g) alebo g = O(f). Vase tvrdenie dokdzte.

Tvrdenie neplati. Protiprikladov sa d4 néjst vela. Snad aj vsetky vase protipriklady vyuzivali funkcie, ktoré sa inak
spravaju na parnych a inak na nepéarnych ¢islach. Jednoduchym protiprikladom je

0, ak 2| n, )1, ak 2| n,
Jn) = {1, ak 21 n; 9(n) = {O, ak 21 n.

Ukézeme, Ze f # O(g): Pre hocijaké ng € N a ¢ € RT zvolime n = 2ng + 1 > ng a mame

[f2no+ 1) =1>0=clg(2ng + 1)|.

Podobne, g # O(f), lebo pre kazdé ng € N a ¢ € RT zvolime n = 2ng > ng a mame

£ (2n0)| = 0 < ¢ = clg(2n0)].



3. uloha

Dokézte, ze plati

1
§n7 —42n% — 470 — 1% — 6 = Q(n").

Dokaz tohto tvrdenia vie maf vela réznych podob. Uvedieme jednu z nich a uvedieme ju korektne formdlne zapisanti.
Ak chcete vidiet, ako na dokaz prist, odpori¢am skoér &taf od konca.

Nech ¢ = % a ng = 235. Pre kazdé n > 235 plati:

n” > 235n5 > 21015,
n’ > 235n5 > 235n°,
n’ > 235n5 > 85n3,
n” > 235n° > 30.
Séitanim tychto nerovnosti dostaneme
4n" > 21015 + 235n° + 851 + 30,
4n" — 21015 — 235n° — 85n% — 30 > 0, | +n”
5n” — 210n° — 235n° — 85n® — 30 > n’, | 5
n' —42n° —47n° — 17 — 6 > Ln',

n’ —42n% — 47’ — 13 — 6 > en”,

¢o plati pre ¢ = % a vsetky n > 235.

4. tloha

Nech G je graf s n > 4 vrcholmi a maximalnym stupfiom najviac n — 2, ktory spfﬁa nasledovnti vlastnost: Ked
si vyberieme Iubovolné tri rézne vrcholy grafu G, tak jeden z nich je spojeny hranou so zvy$nymi dvomi.

a) V zdvislosti od &isla n urcte, aké stupne mézu mat vrcholy grafu G.
b) Néjdite vsetky celé éisla n > 4, pre ktoré takyto graf existuje.

c¢) Dokézte, ze kazdy takyto graf obsahuje kruznicu prechddzajicu cez vSetky vrcholy.

Podiiloha a) Ukézeme, Ze vietky vrcholy mozu mat len stupenn n — 2. Pre spor predpokladajme, Ze graf G obsahuje
vrchol v so stupfiom mensim ako n — 2 (vii¢si nemoze byt podla zadania). To znamend, Ze existujt vrcholy u a w, ktoré
nie si s vrcholom v spojené hranou. Potom vSak trojica u, v, w obsahuje len jednu hranu, ¢o porusuje podmienku
zo zadania — spor. Pre tiplnost by sme mali eSte ukdzat, Ze stupeii n — 2 naozaj mézeme dosiahnut — to prenechdme
rieSenia b).

Podiloha b) Podla a) kazdy takyto graf G mé stupne n — 2. Ak je n nepdrne, tak aj n — 2 je neparne, ale graf
nemoze mat neparny pocéet vrcholov neparneho stupiia. Preto n musi byt parne.

Pre kazdé parne n > 4 takyto graf existuje. Uvazujme n vrcholov rozdelenych do n/2 parov (navzdjom disjunktnych).
Kazdy vrchol spojime hranou so vietkymi vrcholmi okrem jeho paru. Ked si vyberieme v takomto grafe lubovolné tri
vrcholy, tak sme vybrali najviac jeden pér. Preto st medzi nimi asponi dve hrany a tie musia vychdézat a rovnakého
vrchola. Takyto graf naozaj spiﬁa zadania. Odpovedou si teda prave vietky parne n > 4.

Podiiloha ¢) KedZe minimélny stupen grafu G je n — 2, tak podla Tvrdenia 1.1 z predndsky graf G obsahuje cestu
P dlzky n — 2. Tato cesta P ma n — 1 vrcholov. Oznacme jej krajné vrcholy v a w a nech u je jediny vrchol grafu G
mimo P. Ak v grafe G si hrany uv aj uw, tak pomocou nich uzavrieme cestu P na kruznicu cez vSetky vrcholy.



BUNYV nech teda v grafe G nemame hranu wv. Ked'Ze medzi tromi vrcholmi u, v, w st tri hrany podla zadania, tak
musi {st o hrany vu a vw. KedZe vrchol w m4 stupeit n — 2, tak okrem v musi byt spojeny so vietkymi ostatnymi
vrcholmi, teda aj so susednom vrcholu w na ceste P — ozna¢me ho x. Potom méame nasledovni kruznicu cez vsetky
vrcholy: z v ideme po ceste P do x, potom cez u, w a naspit do w.



