Cvicenie 2: Dirichletov princip

Dirichletov princip vo svojej zdkladnej verzii vyjadruje jednoduché pozorovanie, ze po priradeni n objektov
do m < n prie¢inkov bude aspon jeden prie¢inok obsahovat aspoii dva objekty. Ak teda napriklad n
holubov pouziva m < n holubnikovych dier (holubnikov), tak aspori jednu z dier musia pouzivat najmene;
dva holuby (preto je niekedy re¢ aj o holubnikovom principe, angl. Pigeonhole principle).

Jeden zo sposobov, ako formalizovat tento princip, je cez mnoziny.
Veta 1 (Dirichletov princip — cez mnoziny). Nech B je koneénd mnozZina velkosti m a pre n mnoZin

Ay, Ao, .. Ay plati Ay UAsU---UA, = B. Ak m > n, tak existuje i € {1,2,...,n} také, zZe |A;] > 2.

Inym sposobom sti zobrazenia. Priradenie n objektov do m prie¢inkov mozno sformalizovat ako zobrazenie
f A — B medzi koneénymi mnozinami A a B takymi, ze |A|] = n a |B| = m. Zakladnd verzia
Dirichletovho principu potom hovori, Ze ak m < n, tak takéto zobrazenie nemoze byt injektivne.

Veta 2 (Dirichletov princip — cez zobrazenia). Nech A a B si konec¢né mnoziny také, zZe |A| =n, |B| =m
an > m. Potom neexistuje Ziadne injektivne zobrazenie f: A — B.

Pripominame, ze zapis d | a, éislo d deli ¢islo a, znamend, Ze existuje celé ¢islo k, pre ktoré plati a = kd.
V niektorych tlohdch budeme hovorit o zvyskoch po deleni nejakym &fslom d nasledovnym sposobom.

Definicia 1. Pre celé ¢éisla a, b, d piSeme
a=b (modd)

a hovorime, Ze a je kongruentné s b modulo d, pokial d | a — b, teda pokial a a b maji rovnaky zvysok po
delen{ d. (Ako ste mohli vidiet na UDDS, ide o reldciu ekvivalencie na Z.)

— Uloha 1. Majme 5 (nie nutne roznych) prirodzenych ¢isel. Dokdzte, ze spomedzi nich mozno vybrat
dve, ktorych rozdiel je delitelny styrmi.

— Uloha 2. Majme 101 (nie nutne roznych) trojciferngch prirodzenych ésel. Dokézte, ze spomedzi
nich mozno vybrat dve, ktoré sa zhoduji v poslednych dvoch cifrach (dekadického zépisu).

Uloha 3. Majme n + 1 (nie nutne roznych) prirodzenych éisel ay,as, ..., a,.1, kde n € N\ {0}.
Dokézte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a a; — a; =0 (mod n).

Uloha 4. Predpokladajme, Ze Bratislava md 419678 obyvatelov, z ktorych Ziaden nemd viac ako
1000 rokov. Dokazte, ze aspon dvaja Bratislavéania sa narodili v rovnaky den rovnakého roku.

Uloha 5. Majme 52 prirodzenych cisel aq, ..., ase, ktorych zvysky po deleni ¢islom 100 st po dvoch
rozne. Dokézte, ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a a; +a; =0 (mod 100).

— Uloha 6. Majme 52 (nie nutne roznych) prirodzenych ¢isel ay, . .., ase. Dokdzte, ze spomedzi nich
mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # j a a; +a; =0 (mod 100) alebo a; —a; = 0 (mod 100).

Uloha 7. Nech (ay, . . ., a,) je koneéna postupnost prirodzenych ¢isel. Dokézte, Ze z nej mozno vybrat
neprazdnu stvisli podpostupnost (a;y1,...,a;) (i < j) tak, aby bol sicet a;1 + ...+ a; clenov tejto
podpostupnosti delitelny éfslom 7.

Uloha 8. Nech n > 1 je prirodzené &fslo. Z mnoziny {1, .., 2n} vyberme Ilubovolnych n41 (réznych)
¢isel. Dokéazte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré maju rozdiel 1.

Uloha 9. Majme 2"~*+1 n-bitovych bindrnych vektorov (teda postupnost{ nil a jednotiek). Dokézte,
7e spomedzi nich moZno vybrat dva, ktoré sa lisia v najviac styroch bitoch.



— Uloha 10. Vo vntitri rovnostranného trojuholnika o strane diZky 2 sa nachddza pit bodov. Dokéite,
7e spomedzi nich moZno vybrat dvojicu bodov, ktoré st od seba vo vzdialenosti nanajvys 1.

Uloha 11. VIk zje kazdy deri aspon jednu ovcu, no najviac tri ovce. Medved zje kazdy den aspori
Styri ovee, no najviac sedem oviec. Dokdzte, ze v kazdom tyzdni existuji dva dni, ked baca utrpi
rovnaku skodu.

Uloha 12. Pocas deviatich kalendarnych tyzdnov zje vlk kazdy den aspon jednu ovcu, no v kazdom
z deviatich kalendarnych tyzdnov zje najviac 12 oviec. Dokazte, ze existuje tisek po sebe idtucich dni,
pocas ktorého zje vlk presne 15 oviec.

Uloha 13. Desat Tudi si posadalo za okruhly stol. Kazdy z nich dostal ranajky so svojou menovkou.
Potom sa vsetci postavili a ndhodne sa presadili tak, aby nikto nesedel pred svojimi ranajkami.

— a) Dokdzte, ze vieme vzdy otocit stol tak, Ze aspon dvaja budi mat pred sebou svoje jedlo.
— b) Vieme vzdy otocit stol tak, Ze aspori traja budi mat pred sebou svoje jedlo?
c¢) Vyrieste dlohy a), b) pre pripad, ked za stolom je 11 Tudi.

Predmetom nasledujtcich cvi¢eni su urc¢ité kombinatorické konfiguracie, ku ktorym mozno jednoznacne
priradit ich rdd (prirodzené &islo n € N). Konfigurdciou rddu n moze byt napriklad postupnost n hodov
niekolkymi hracimi kockami alebo umiestnenie n figirok na Sachovnicu.

Nasledujtice zadania navy$e majui vlastnost, Ze ist4 situdcia v nich nutne nastdva pre vsetky konfiguracie
radu n > ng, kym pre konfigurdcie radu n < ng tato situdcia v aspon jednom pripade nenastava (zo

. e vev v 9 s 10~ , , « v . . . . v 1
zadania je vécsinou lahko vidiet, ze takédto ,,prahovd hodnota® ng skutocne existuje). Ulohou je zakazdym
najst najmensie n také, ze dand situdcia nastdva pre vSetky konfigurdcie radu n (hodnotu ng), pripadne
najvicsie n také, ze dand situdcia este pre niektord konfigurdciu rddu n nenastava (ng — 1).

Dokaz, ze hodnota x € N je skutoéne hladanym ng (resp. ng — 1) pozostava z dvoch casti:

, < .x<ng— j 7 .ng—1): —
(i) Treba dokazat, ze x < ng (resp. z < ng—1) a x je tak dolnym odhadom ng (resp. ng —1): pre x — 1
(resp. pre z) eSte dand situdcia v aspon jednej konfigurdcii nenastava.

(#7) Treba tiez dokazat, ze x > ng (resp. z > ng — 1) a x je tak hornym odhadom ng (resp. ng — 1): pre
x (resp. pre x + 1) musi dan situdcia nutne nastat vo vSetkych konfigurdcidch.

Dokaz nerovnosti (i) je vii¢sinou pomerne jednoduchy, kedze staéi prist s konkrétnym prikladom kon-
figurdcie rddu z — 1 (resp. x), pre ktoru dand situdcia nenastdva. Na dokaz nerovnosti (ii) je zvycCajne
potrebné vyuzif vieobecné dokazové techniky. Jednou z nich je Dirichletov princip a préve na tie sa tu
stustredime.

V sachovych tilohdch budeme hovorit, ze dve figtirky sa ohrozuji prave vtedy, ked jedna z nich vie urobit
tah na poziciu obsadent druhou z nich. Farby figiriek nés nezaujimaji, pokial nie je napisané inak.

Uloha 14. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon
dvakrat padol rovnaky sicet?

Uloha 15. Kolko najmenej hodov k£ hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon dvakrat
padol rovnaky sicet?

— Uloha 16. Kolko najviac vez{ mozno umiestnit na (Standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadne dve
neohrozovali?

— Uloha 17. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na (standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 18. Kolko najviac jazdcov mozno umiestnit na (Standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadni
dvaja neohrozovali?



Uloha 19. Kolko najviac bielych pesiakov mozno umiestnit na ($tandardni) sachovnicu tak, aby sa
ziadni dvaja neohrozovali (za predpokladu, Ze biely pesiak moze stat aj v 6smom rade)?

Uloha 20. Specializovany strelec-expert je $achové figirka, ktord sa moze hybat iba po diagonédlach
rovnobeznych s diagondlou a1--h8. Pripustné si teda prave vsetky tahy po diagondle v smere ,,do-
prava hore“ alebo ,dolava dole“. Kolko najviac §pecializovanych strelcov-expertov mozno umiestnit
na (Standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 21. Prehnane iniciativny strelec je Sachova figirka, ktorej jeden tah pozostava z Ilubovolného
nenulového poétu tahov bezného strelca. Kolko najviac prehnane iniciativnych strelcov mozno umiest-
nit na (Standardni) sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 22. Kolko najmenej ésel musime vybrat z mnoziny {1, .. .,20}, aby medzi vybranymi cislami
zarucene existovali dve, z ktorych jedno deli to druhé?

Uloha 23. Vyrieste predosli tlohu pre mnozinu {1,...,n}.

Veta 3 (Frekvenénd forma Dirichletovho principu). Nech A a B si koneéné mnoziny také, zZe |A| = n,
|IBl=m >1an/m>r—1 pre nejaké r € N. Potom pre lubovolné zobrazenie f: A — B existuje prvok
b € B taky, zZe f(a) = b pre aspori r réznych prvkov a € A.

Uloha 24. Dokazte, Ze pri devitnastich hodoch hracou kockou musi aspon §tyrikrat padnit rovnaké
cislo.

Uloha 25. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon
Styrikrat padol rovnaky stcet?

Uloha 26. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon styrikrat
padol rovnaky sucet?

Uloha 27. Dokézte, ze z lubovolného rozostavenia 33 vezi na (Standardnej) Sachovnici mozno vybrat
pat vez{ tak, aby sa ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice odstranime
zvysné nevybrané veze.

Uloha 28. Dokéite, ze z lubovolného rozostavenia k € {0,1,.. ., 64} vezi na (standardnej) sachovnici
mozno vybrat [k/8] vezi tak, aby sa ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice
odstranime zvysné nevybrané veze.

Uloha 29. Dokézte, ze z lubovolného rozostavenia deviatich strelcov na (standardnej) sachovnici
mozno vybrat dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali, a to ani potom, ¢o zo Sachovnice odstrdnime
zvysnych nevybranych strelcov. Najdite vhodné zovseobecnenie tohto tvrdenia pre k € {0,1,...,64}
strelcov.

Uloha 30. N3jdite najmensie také &islo k pre ktoré plati, ze v kazdej k-prvkovej podmnozine mnoziny
{1,2,...,100} sa nachddzaju tri ¢isla, ktoré maji spoloéni cifru (spoloénd cifra musi byt rovnakd
pre vietky tri, ale mozZe v nich byt na roznych pozicidch, napr. ¢isla 12, 31 a 17 majd spoloéni cifru
1, ale ¢isla 42, 47 a 27 nemajui spolo¢énu cifru). Vase tvrdenie dokézte.

Uloha 31. Nijdite najmensie kladné celé &islo k také, ze z kazdého rozmiestnenia k strelcov na
Sachovnici 8 x 8 mozno vybrat troch strelcov, ktori sa neohrozuju, a to ani potom, ¢o zo $achovnice
odstranime zvysnych nevybranych strelcov.

Uloha 32. N4jdite chybu v nasledovnom rieseni lohy .

Koén na bielom policku Sachovnice ohrozuje iba ¢ierne policka a kon na ¢iernom policku ohrozuje iba biele
policka. Preto ked umiestnime 32 koiiov na biele policka, tak sa nebudi ohrozovat. Ak by sme umiestiiovali
33 kotov, tak z Dirichletovho principu by musel byt jeden kon na ¢iernom policku a ten by bol ohrozovany.
Preto najviac mézeme umiestnit 32 kotov.



Casté chyby

Na tlohe [18] (o najvéicsom pocte jazdcov na Sachovnici 8 x 8) si ilustrujme azda najcastejsiu chybu,
ktoru robia studenti pri rieSeni optimalizaénych uloh. Najdite chybu v nasledovnom rieSeni.

Nespravne rieSenie ulohy 18

Umiestnime 32 jazdcov na vsetky biele policka sachovnice. Jazdec na bielom policku ohrozuje
len cierne policka, preto sa ziadni dvaja jazdci neohrozuju. Ak by sme pridali jedného jazdca,
tak by musel byt na ¢iernom policku, a teda by musel byt ohrozeny nejakym jazdcom. Preto
najviac vieme umiestnit 32 jazdcov.

Toto ,rieSenie® vyuziva nespravnu tivahu, Ze ak do rozmiestnenia nevieme pridat d'alsieho jazdca,
tak ide o najlepsie riesenie. Toto je vSak chybna uvaha. Pripominame, ze definicia najlepsieho roz-
miestnenia je, Ze pocet jazdcov v najlepsom rozlozeni musi byt vicsi alebo rovny ako pocet jazdcov

.....

Protiprikladom k tejto tivahe je rozmiestnenie, kde mame po 8 jazdcov v 1., 4. a 7. rade. Tiez sa
ziadni dvaja z nich neohrozuju, ale po pridani d’algieho sa 25. jazdec uz ohrozovat bude. Za rieSenia
s touto chybnou ivahou zvycajne udelujeme len zlomok bodov.

Zamyslite sa este nad takymto rieSenim.

Vyskisanim vsetkych moznosti zistime, Ze na Sachovnicu rozmerov 2 x 4 vieme umiestnif
najviac 4 jazdcov. Celi Sachovnicu 8 x 8 vieme rozdelit na 8 oblasti 2 x 4. Uz vieme, Ze v
kazdej z nich moze byt najviac 8 policok. Preto na celej Sachovnici moze byt najviac 8 -4 = 32
koriov. Preto najviac mozeme umiestnit 32 kotiov.

Toto rieSenie je takmer spravne. Sice sa v nom nepise o Dirichletovom principe, jeho myslienka je
tam vyuzitd, len to je inak podané. Prebratie moznosti pre Sachovnicu 2 x 4 nie je zrovna idealne, ale
d4 sa uznat ako pomerne malé mnozstvo namahy. Bolo by vhodné k tomu dolozit aj nejaky dokaz,
ze sme to naozaj vyskusali. Hlavny problém je vsak inde.

Pamitajte vSak na to, Ze rieSenia takychto tloh sa musia skladat z dvoch ¢asti. Pokial tieto dve ¢asti
nie st viditelne oddelené, tak je to signél, Ze autor riesenia asi na nie¢o zabudol. V tomto pripade ide
o konstrukciu umiestnenia 32 jazdcov, ktori sa neohrozujui. V rieSeni je len dokazané, ze ich nemoze
byt viac ako 32, no nie je ukazané, Ze tych 32 sa d4 dosiahnut.

Naozaj to z tychto uvah nevyplyva, hoci v pripade 2 x 4 je zahrnutda aj konstrukcia spravneho
rozmiestnenia 4 jazdcov. No problém je, Ze do 2 x 4 mozeme jazdcov umiestnit aj do 1. a 4. stipca.
Ak takto vyplnime vSetky obdiZniky 2 x 4, tak v rdmci nich sa jazdci ohrozovat nebudd, ale mimo
nich hej. A napokon, skuste si spravit tvahu s vezami — v kazdom obdizniku 2 x 4 mézu byt najviac
2 veze, teda spolu mame pocet vezi mensi alebo rovny 8 - 2 = 16 vezi. To je pravda, ale nie je nie je
to najvécsia hodnota.

Ako riesit a ako spisat rieSenie

Najviac priamociare pouzitie mnozinovej verzii Dirichletovho principu (veta|l]) vyzera zhruba takto:

1. Prec¢itame si zadanie a zistime, kolko prvkov mame néjst a s akou vlastnostou. Prvky budu



nase holuby.
2. Odhadneme, kolko holubnikov (mnozin My, My, ..., M,) chceme mat.

3. Pokial v zadan{ vyberame niekolko prvkov z nejakej mnoziny A (&fsla, policka zo Sachovnice),
rozdelime mnozinu A na m podmnozin Ay, As, ..., A, —holubnikov. Pre kazdu z tychto mnozin
musi platit, Ze lubovolné dva prvky z nej musia mat hladani vlastnost. Rozdelenie hladdme
skianim, kreslenim, ako by to mohlo vyzerat, ¢o by mnoZiny mohli obsahovat.

4. Ak zo vSetkych prvkov mnoziny A vyberieme n-prvkovi podmnozinu N — teda n holubov, tak
polozime M; = NN A; prei € {1,2,...,m} a na mnoziny N, My, My, ..., M,, pouzijeme vetu
m

5. SpiSeme riesenie.

Samozrejme, su ulohy, napr. iloha EI, v ktorych treba pouzit Dirichletov princip viac sofistikovane a
na prvy pohlad nie je jasné, ¢o budd holuby a ¢o holubniky.

Riesenie tulohy 22

Rozlozme si mnozinu A = {1,2,...,20} nasledovne:

Ay ={1,2,4,8,16}, As = {9, 18}, Ay = {17},
As = {3,6,12}, Ag = {111, Ay = {19}
As = {5,10,20}, A; = {13},

Ay ={7,14}, Ag = {15},

Vidime, Ze ak z Tubovolnej mnoZiny A; vyberieme dva prvky, tak jeden bude delit druhy.
KedZe z mnoziny A vyberdme 11 &isel, ale mame iba 10 mnozin, tak z Dirichletovho principu
musime vybrat dve ¢isla a, b z tej istej mnoziny A;. Vd'aka nasej volbe mnozin A; pre tieto
dve cisla a, b plati, Zze jedno deli druhé. Tym sme dokazali, co sme mali.

J

Pri rieSen{ sme mohli povedat ,,Vidime*, lebo mnozin a ich prvkov je malo a ide o konkrétne mnoziny.
Thito vlastnost teda vieme skontrolovat pohladom. Pri vicsich (teda aj nekoneénych) mnozindch by
sme mali takito vlastnost dokdzat.

Formalny zaver cez zobrazenia Nech f je zobrazenie, ktoré kazdému ¢islu z z 11 vybranych ¢isel
priradi také i € {1,...,10}, ze x € M; (kedze {My, Ms, ..., My} je rozklad M, tak ide o korektne
definované zobrazenie). KedZe 11 > 10, tak z Dirichletovho principu mdme, Ze zobrazenie f nemoze
byt injektivne. Preto existuji dve vybrané &isla, ktoré patria do tej istej mnoziny M;. Vdaka nasej
volbe mnozin M; musi jedno z nich delit druhé.

Formdlny zaver cez mnoziny Nech N je 11-prvkovd podmnozina mnoziny {1,2,...,20}. De-
finujme 10 mnozin M; = N N A; pre i € {1,2,...,10}, ktorych zjednotenie je zjavne N. Kedze
IN| = 11 > 10, tak z Dirichletovho principu vyplyva, Ze niektord z mnozin M; obsahuje aspon dva
prvky. Vd'aka volbe mnozin M; jeden z nich deli druhy.



Napovedy k rieSeniam

V minimaliza¢nych (maximaliza¢nych) tlohdch pouzivame skratku K na konstrukciu optimélneho
rozmiestnenia a skratku O na odhad, ze menej (viac) ako spomanané minimum (maximum) nemozno
dosiahnut.

1. Kazdému ¢islu priradime zvySok po deleni styrmi.
5. Rozdelte si ¢isla podla zvyskov: {0}, {1,99},...,{49,51}, {50}

6. Ak majui ¢isla navzajom rozne zvysky, je to predchadzajica dloha. Co ak niektoré dve ¢isla maji
rovnaky zvysok?

8. Rozdelte si ¢isla {1,2},{3,4},...,{2n —1,2n}

9. Priradte vekotru jeho posledné 4 bity.

10. Rozdelte si trojuholnik strednymi prieckami na $tyri mensie trojuholniky.
11. Spocitajte, kolko roznych skod moze baca utrpiet v dany den.

12. Najdite najprv stvilsy tsek dni, pocas ktorého vlk zje pocet oviec delitelny 15-timi. Nie je na
to 9 tyzdiiov vela? MozZe to byt iny nasobok 15-tich ako prave 157

14. 12
15. 5k +2
16. 8, K: diagondla, O: rozdelte si si Sachovnicu na stipce.

17. 14, K: prvy a posledny riadok bez dvoch rohov, O: rozdelte si Sachovnicu na 14 oblasti po
uhloprieckach (s malou obmenou)

18. 32, K: cierne policka, O: rozdelte si sachovnicu na dvojice policok, z ktorych sa kone navzdjom
ohrozuju

19. 32

20. 15, O: rozdelte si Sachovnicu na uhlopriecky rovnobezné s al--h8.
21. 2, na kazdej farbe vie byt len jeden

22. Kazdému ¢islu prirad’te jeho najvicsieho neparneho delitela.

24. 19/6 > 3, preto jedno ¢islo musi padnut aspon 4-krat

25. 34

26. 15k +4

27. Rozdelte si sachovnicu na 8 ,,uhlopriecok“ po 8 poli¢ok — ak uhlopriecka narazi na stranu stvorca,
tak pokracuje z druhej strany.

29. Rozdelte si sachovnicu po stfpcoch.



