Cvicenie 3: Zakladné enumeracné pravidla

Veta 1 (Pravidlo su¢tu). Nech n € N a X1, Xo,..., X, st po dvoch disjunktné koneéné mnoziny. Nech
X je ich zjednotenie,

n
X=XUXpU...UX, = ] X
k=1

Potom "

|X| = | X1| + | Xa| + .. 4 Xl = D> | Xl
k=1

Uloha 1. Medved si méze dat na obed bud jednu z 50 (rozliitelnych) oviec alebo jedného z troch
(rozlisitelnych) valachov (nie vSak oboje naraz). Z kolkych moznost{ si moze vybrat dohromady?

Uloha 2. Pod grunom sa pasu dve ¢riedy o n ovciach a jedna ¢érieda o m ovciach (vSetky ovece si
navzajom rozliSitelné). Kolko moznosti ma medved’, ked chce zjest prave jednu oveu?

Veta 2 (Pravidlo su¢inu). Nechn € N, n > 1 a X1, Xo,..., X, su lubovolné koneéné mnoziny. Potom
n
X1 X Xo X oo x X = |X0| - [ Xg| - | Xl = T X
k=1

Pravidlo stéinu mozno aj zovseobecnit na silnejsiu verziu, kedy dovolime, neformdlne povedané, aby
mnoziny, z ktorych vyberame prvky zaviseli od vyberu predoslych prvkov. Doélezité je len to, aby sme
zakazdym na dany prvok vyslednej usporiadanej n-tice mali rovnaky poc¢et moznosti. Zapisat pravidlo
sicinu riadne formalne je zna¢ne komplikované, preto v jeho formulacii od tohto upustime. Priklad jeho
pouzitia ndjdete na konci dokumentu ako rieSenie tdlohy

Veta 3. Nech X je konecénd mnozina. Nech A C X*, k > 2, je podmnozina kartezidnskeho sicinu X*,
ktoré obsahuje vsetky také usporiadané k-tice (x1,x2,...,x)) spliajice podmienky:

(1) prvok z1 je moiné z mnoZiny X vybrat my spésobmi;

pre kazdé i € {1,...,k — 1}, po akomkolvek vijbere usporiadanej i-tice (x1,x2,...,x;) je moziné
2 kazdé i 1 kE—1 komkolvek vijb jadane] i-t1 ] Zné
prvok x;1 vybrat vidy niyq sposobmi.

Potom |Al =ny-ng----- Nk -

— Uloha 3. K dispozicii mdme cifry 2, 3,4. Kolko z nich vieme zlozit
a) dvojcifernych ¢isiel,
b) trojcifernych ¢isiel,
¢) stvorcifernych cisiel,
d) parnych trojcifernych cisel.
Uloha 4. Héd'Zzeme troma kockami roznych farieb. Kolko méze padntf roznych trojic éisel?

Uloha 5. Najnovsi model lopaty vyrabaju v Siestich vykonnostnych a v troch energetickych ka-
tegéridch, pricom ku kazdej z vykonnostnych kategérii je k dispozicii kazda z energetickych kategérii.
Kolko variantov je na trhu celkovo?



Uloha 6. Kolko pismen ma Morseova abeceda, ktord pouziva symboly bodku a ¢iarku v jedno- az
Stvormiestnych skupinéch, pricom kazdy symbol sa moze opakovat?

Uloha 7. Najdite pocet vsetkych stvorcifernych ¢isel.
Uloha 8. N4jdite pocet vsetkych &isel, ktoré maji aspoi tri cifry a najviac pif cifier.
Uloha 9. N4jdite pocet vSetkych 5-cifernych ¢isel, ktoré majia rovnaké posledné dve cifry.

Uloha 10. N4jdite pocet vsetkych ¢isel, ktoré maji aspon tri cifry, najviac p#t cifier a rovnaké
posledné dve cifry.

Uloha 11. N4jdite pocet kladnych delitelov ¢isla 120.
Uloha 12. N4jdite pocet kladnych delitelov éisla 3° - 5% . 72 - 118,
Uloha 13. N4jdite pocet kladnych delitelov ¢sla 34 - 4% . 62 - 76,

Uloha 14. Kolko existuje vsetkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré zac¢inaji
pismenom a alebo b7

Uloha 15. Kolko existuje vietkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré sa bud
zaCinaju na a, alebo sa sticasne nezac¢inaju na a a koncia na c?

Uloha 16. Kolko existuje vsetkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré obsa-
huji dva po sebe idice vyskyty pismena b a Ziaden d'alsf vyskyt pismena b?

Uloha 17. Kolko existuje vsetkych postupnosti dfiky 5 zlozenych z pismen {a, b, ¢, d}, ktoré obsahuji
kazdé z pismen aspon raz?

Uloha 18. Kolko je vietkych 4-znakovych slov zlozenych z pismen a, b c, d, ktoré obsahujt prave
jedno pismeno a.

Uloha 19. Kolko je vsetkych 4-znakovych slov zlozenych z pismen a, b ¢, d, ktoré obsahuju aspon
jedno pismeno a.

Veta 4 (Pravidlo rozdielu). Nech A,U si lubovolné koneéné mnoZiny také, ¢ A C U. Potom

U\ A = [U] - |Al

Uloha 20. Dokézte pravidlo rozdielu (vetu .

Uloha 21. Najdite pocet 3-cirenych &fsel, ktoré mozno zlozit z cifier 1, 2, 3, 4. Cifry nemozeme
pouzivat opakovane.

Uloha 22. Najdite pocet vsetkych stvorcifernych ¢isel, ktoré maju vsetky cifry navzajom rozne.

Uloha 23. Kolko existuje 4-cifernych ¢isel zlozenych z cifier z mnoziny M = {1,2, 3,4}, v ktorych
sa nenachadzaju dve rovnaké cifry bezprostredne za sebou?

Uloha 24. S pripomienkami k zdkonu chce v parlamente vysttipit 6 poslancov A, B, C, D, E, F.
a) Kolko je moznych porad{ vystipeni?
b) Kolko je poradi, v ktorych vystupuje A ihned po E?

c¢) Kolko je poradi, v ktorych vystupuje A po E?



Veta 5 (Pravidlo mocnenia). Nech A, B st lubovolné koneéné mnoZiny, |A| = k, |B| = n. Potom
B = |BIM = k.

V kombinatorike véi¢sinou pracujeme s konvenciou 0° = 1 — pravidlo mocnenia tak ddva zmysel aj pre
n = m = 0, ¢o stihlasi so skutoénostou, Ze existuje jediné zobrazenie medzi dvoma prazdnymi mnozinami.

Definicia 1 (Variacie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je konetnd mnozina taka, ze |B| = n.
Varidciou s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme lubovolné zobrazenie f: A — B, ¢ize
prvok mnoziny B4,

Veta 6. Nech B je lubovolnd konecénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet varidcii
k

s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je n®.
Definicia 2 (Varidcie bez opakovania). Nech A = {1,...,k} a B je kone¢nd mnozina takd, ze |B| = n.
Varidciou bez opakovania k-tej triedy z m prvkov mnoZiny B nazveme Iubovolné injektivne zobrazenie
f: A — B. Mnozinu v8etkych injektivnych zobrazeni z A do B oznacujeme [ ’é.

Veta 7. Nech B je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet varidcii
bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je

k-1
nE::n-(n—l)-...-(n—k‘—kl):H(n—j).

J=0

Uloha 25. Pod griuniom je 10 salaov a na kazdom majui 50 (rozlisitelnych) oviec. Medved chce
na kazdom salasi zjest prave jednu ovcu. Kolkymi sposobmi tak moze urobit (na poradi navstev
jednotlivych salasov nezalezi).

Uloha 26. Pod grifiom je n salasov a na kazdom maju m (rozlisitelnych) oviec. Medved chce
na kazdom salasi zjest prave jednu oveu. Kolkymi sposobmi tak moze urobit (na poradi navstev
jednotlivych salasov nezalezi).

Uloha 27. Nech n € N. Kolko existuje vsetkych n-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen
{a,b,c,d}?

Uloha 28. Nech n € N ,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré zacinaju pismenom a alebo b?

Uloha 29. Nech n € N ,n > 3. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a, b, c,d}, ktoré sa koncia trojicou rovnakych pismen?

Uloha 30. Nech n € N ,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré obsahuji prave jeden vyskyt pismena c?

Uloha 31. Nech n € N,n > 1. Néjdite pocet vsetkych n-cifernych cisel.

Uloha 32. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 20-prvkovych postupnosti{ prvkov z mnoziny
X7

Uloha 33. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré zac¢inaju parnym cislom?

Uloha 34. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vSetkych 20-prvkovych postupnosti prvkov z mnoziny
X, ktoré zac¢inajui neparnym cislom?

Uloha 35. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 20-prvkovych postupnosti{ prvkov z mnoziny
X, ktoré maju vsetky prvky rozne?



Uloha 36. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych 20-prvkovych postupnost{ prvkov z mnoziny
X, ktoré maji vSetky prvky rozne a stucasne zacinaji parnym cislom?

Uloha 37. Nech X = {1,...,100}. Kolko je vsetkych aspon 97-prvkovych postupnosti prvkov z
mnoziny X, ktoré maju vSetky prvky rozne?

Uloha 38. Nech n € N ,n > 3. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré sa nekoncia trojicou rovnakych pismen?

Uloha 39. Nech n € N ,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré neobsahuji prave jeden vyskyt pismena c?

Uloha 40. Nech n € N ,n > 1. Kolko existuje vietkych n-prvkovych postupnosti zloZenych z pismen
{a,b,c,d}, ktoré nobsahujui aspon jeden vyskyt pismena c?

Uloha 41. Nech n € N, n > 1. N4jdite pocet vietkych n-cifernych &isel, ktoré nie st delitelné ¢fslom
4.

Uloha 42. Nech n € N,n > 1. N4jdite pocet vsetkych n-cifernych ¢isel, ktoré nie si delitelné ¢islom
5.

Uloha 43. Nech n € N,n > 1. Najdite pocet vsetkych n-cifernych cisel, ktoré obsahuju aspon jednu
z cifier {1,3,7}.

Ako formadlne riesit kombinatorické tlohy

Zakladnymi nastrojmi pri rieeni st pravidlo stiétu a stcinu. Ich pouzitie moze vyzerat napr. takto.
RiSenie tlohy 16

Kolko existuje vSetkych usporiadanych 5-tic zlozenych z pismen {a, b, ¢,d}, ktoré obsa-
huji dva po sebe idice vyskyty pismena b a Ziaden d'alsf vyskyt pismena b?

Usporiadané pitice si rozdelime na niekolko mnozin podla toho, na ktorej pozicii sa objavuji
po sebe idtice vyskyty b. Pre stru¢nost si oznacme Z = {a, ¢, d}.
e 1. a 2. pozicia: mnozinu takychto 5-tic vieme vyjadrit ako {b} x {b} x Z x Z x Z.

e 2. a 3. pozicia: vtedy mame mnozinu Z x {b} x {b} x Z x Z.
e 3. a 4. pozicia: vtedy madme mnozinu Z x Z x {b} x {b} x Z.

e 4. a 5. pozicia: vtedy mame mnozinu Z x Z x xZ x {b} x {b}.
Mnozinu vSetkych rieseni vieme tak vyjadrit ako

{} x{b} xZXxZXxZUZ x{b} x{b} xZxZUZ xZx{b} x{b} x ZUZ x Z x xZ{b} x {b}.
Vsetky tieto §tyri mnoZiny st navzajom disjunkté, lebo sa ligia v pozicii b-¢ok. Preto podla
pravidla siétu jej velkost je rovnd
{b} x {b} x Z X Zx Z|+|Z x {b} x{b} x Zx Z|+|Z x Z x {b} x {b} x Z|+|Z x Z x Z{b} x {b}|.
To je zas podla pravidla si¢inu rovné

{03 - {6} - 121 - 2] - 1Z2] + 2] - [{b}] - {0} - | 2] - | 2]+

+1Z|-12] - {6} - Kb} - 12] + 2] - 12] - |Z] - {0} - {b}] =

1-1-3-3-3+3-1-1-3-343-3-1-1-3+3-3-3-1-1=3+3"+3"4+3"=4.3




Nie vSetky kombinatorické tlohy st vsak o usporiadanych n-ticiach, Ze ich pekne vieme dostat z
pravidla sti¢inu — napr. ked mame poéitat nejaké éisla. Hoci povazovat ¢isla za usporiadané n-tice
nie je velkd nepresnost a sme ju ochotni tolerovat. Cisto forméalne riesenie by vyzeralo takto.

RiSenie tlohy 9

Najdite pocet vsetkych 5-cifernych cisel, ktoré maji rovnaké posledné dve cifry.

Mnozinu cifier si ozna¢me C' = {0,1,...,9} a mnozinu vsetkych 5-cifernych ¢isel, ktoré maji
rovnaké posledné dve cifry, si oznacme A. Zostrojme mnozinu

B=(C—-{0})xCxCxC,

ktora ma podla pravidla stcinu velkost |B| = |C'—{0}| - |C|-|C|-|C] =9-10-10-10 = 9000.
Zostrojme zobrazenie f: B — A, ktoré usporiadanej 4-ici (a, b, ¢, d) priradi ¢islo v dekadickom
zapise abedd. Toto zobrazenie je zjavne bijekcia, preto |A| = |B| = 9000.

J

Naga zostrojend mnozina B ,reprezentuje” hladané 5-ciferné &fsla, lebo kazdé také &fslo je jedno-
zna¢ne urcené usporiadanou Stvoricou cifier, ktoré predstavuju cifry na prvych Styroch miestach
zlava — poslednd cifra je urcéend predposlednou. Tento fakt vieme formélne vyjadrit prave ndjdenim
bijekcie.

Vsimnime si, Ze z takéhoto formdlneho riesenia, vieme pomerne priamociaro zostrojit program, ktory
nam vsetky moznosti vypise. Kartezidnsky suéin vieme lahko reprezentovat vnorenymi for cyklami.
Pre prehladnost si pre rozdiel mnozin definujeme vlastni funkciu difference.

#include <iostream>
#include <set>

using namespace std;

set<int> difference(const set<int> &A, const set<int> &B) {

set<int> C;
for (int a : A) {

if (B.count(a) == 0) {

C.insert(a);

}
+
return C;

3

void uloha_3_8() {

set<int> C = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};

int pocet = 0;

for (int a : difference(C, {0})) {

for (int b : C) {
for (int ¢ : C) {
for (int d : C) {

cout << a << b << ¢ << d << d << endl;
pocet++;

}
}

cout << pocet << " moznosti\n";

3

int main() {



uloha_3_8(0);
return 0;

I;

V mnohych zloZitejsich tilohdch ndm vSak pravidlo sic¢inu stacit nebude. Takmer vo vicsine kom-
ninatorickych tloh, s ktorymi sa stretneme, budeme pouzivat zovseobecnené pravidlo sucinu. Zapis
jeho pouzitia moze vyzerat takto.

RiesSenie ulohy 22

Néjdite pocet vsetkych stvorcifernych cisel, ktoré maju vsetky cifry navzajom rozne.

Nech A je mnozina ¢isel zo zadania a C' = {0, 1,...,9} je mnozina cifier. Nech B je mnozina
usporiadanych stvoric (a, b, ¢, d), kde

e ac C—{0},|C—{0} =9
e be C —{a}, |C —{a}| =9 pre kazdt volbu q;
e ce C —{a,b}, |C—{a,b}| =8 pre kazdu volbu a, b;

e deC —{a,b,c}, |C—{a,b,c} =7 pre kazdi volbu a, b, c.
Podla zovseobecneného pravidla sicinu |B| = 9-9 -8 -7 = 4536. Zobrazenie f: A — B,
f((a,b,¢,d)) = abed je zjavne bijekcia. Preto |A| = |B| = 4 536.

Na zéaklade tohto riesenia by program vyzeral nasledovne:
void uloha_3_17() {
set<int> C = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};
int pocet = 0;
for (int a : difference(C, {0})) {
for (int b : difference(C, {a})) {
for (int c : difference(C, {a, b})) {
for (int d : difference(C, {a, b, c})) {
cout << a << b << ¢ << d << endl;
pocet++;

}
X

cout << pocet << " moznosti\n";

}

Tu vidime, Ze pri programovani vlastne ani nebadat rozdiel medzi beZnym a zovseobecnenym pra-
vidlom sticinu.

Minimalisticky zapis, ktory sme este ochotni uznat ako formélne rieSenie, moze vyzerat takto.

Strucné riesenie dlohy 22

Zvolme
e a € C—{0}: 9 moznosti;

e b e C —{a}: 9 moznosti;
e c € C —{a,b}: 8 moznosti;

e de C —{a,b,c}: 7T moznosti.
Zostrojime ¢islo abed, ¢im mame zjavne bijekciu. Teda pocet moznosti je 9-9 -8 -7 = 4 536.




Hlavne vdm odporicame pomentivat si jednotlivé volby a na zéklade tychto oznaceni na zaver
opisat, ako dostaneme z tychto ¢iastkovych volieb vyslednii moznost. Hoci pri takychto jednoduchych
tilohach sa takéto rieSenie d4 opisat aj slovne, bez pismeniek, pri zlozitejsich lohéach absencia pre-
mennych vie sposobit nejasnosti. Tiez si treba skontrolovat, Ze naozaj je nase zobrazenie bijekcia —
to je jedna z najcastejsich chyb pri rieSeni.



RieSenia

Riesenia 1loh si celkom provizérne. Je mozné, Ze obsahuji nejaké chyby, preklepy. Budem rdd, pokial
mi kaZdd nezrovnalost nahlésite mailom na rajnik zavinac des.fmph.uniba.sk.

1. 53
2. n+m
3.

4. 6-6-6=216
5. 6-3=18
6. 2+22+234+21=230

7. 9-10-10-10 = 9000

8. 9-102+9-10°+9-10* = 99900

9. 9-10-10-10 = 9000

10. 9990

11. 4-2-2=16

12. 6-5-3-9=2810

13. 13-7-7 delitelov (3*-4° .62 .76 = 212.36.76)
14. 2-4* =512

15. 4% +3-4% = 448

16. 3% +3%+3%+3%=108

17. 4-(6-10) = 240

18. 4-3% =108

19. 44 -3 =175

20. TLahko ukédZzeme, 7Ze plati U = U \ AU A a Ze mnoziny U \ A, A st disjunktné. Potom len
pouzijeme pravidlo suc¢tu a upravime.

21. 4-3-2=24

22. 9-9-8-7=4536
23. 4-3*=324

24. a) 6!, b) 5!, c) 6!/2
25. 5010



26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

mn

g
2.4t

4n=3 . 4 — gn—2

n- 3"t

9.10m!

100%°

50 - 1001?

50 - 10019

1002

50 - 9912

100%7 + 100% + 1002 + 10012

4n — gn=2

4qm —p 30t

4n — .37

9.10"1 —9.10"3 .25 (pre n > 3)
9-10"t —9.10"2-2 (pre n > 2)
9-10m 1t —6. 771



