Cviéenie 4: Standardné kombinatorické konfiguricie

Definicia 1 (Varidcie s opakovanim). Nech A = {1,...,k} a B je konetnd mnozina takd, ze |B| = n.
Varidciou s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme Iubovolné zobrazenie f: A — B, ¢ize
prvok mnoziny B4,

Veta 1. Nech B je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet varidcii
s opakovanim k-tej triedy z n prokov mnoziny B je n*.

Definicia 2 (Varidcie bez opakovania). Nech A = {1,...,k} a B je konetnd mnozina taka, ze |B| = n.
Varidciou bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mmoZiny B nazveme Iubovolné injektivne zobrazenie
f: A— B.

Veta 2. Nech B je lubovolnd konecénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet varidcii
bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B je

k—1
nfi=n-(n—1)-...-(n—k+1) =[] (n—j).
j=0
Definicia 3 (Permutécie bez opakovania). Nech A = {1,...,n} a B je kone¢nd mnozina taka, ze |B| = n.

Permutdciou mnoZiny B nazveme Iubovolné bijektivne zobrazenie f: A — B, €ize varidciu bez opakovania
n-tej triedy z n-prvkov mnoziny B.
Veta 3. Nech B je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |B| = n. Poéet permutdcii mnoZiny B je

n—1
n! ::nﬁ::n‘(n—l)'...'lzH(n—k).
k=0

Nech A je kone¢na mnozina. Zjavne existuje bijekcia medzi podmnozinami mnoziny A a zobrazeniami
f: A — {0,1}: ku kazdej podmnozine B C A totiz mozeme definovat jej charakteristické zobrazenie
xp: A—{0,1} ako

1 akzeB

xB(x) = { 0 inak pre vietky x € A
a naopak, ku kazdému zobrazeniu f: A — {0,1} vieme definovat jeho nosi¢ ako mnozinu

supp(f) ={z € A | f(a) # 0}.

Lahko vidiet, ze obe priradenia B — xp a f ~— supp(f) si injektivne (v skutocnosti ide dokonca
o navzdjom inverzné bijekcie). Podmnozin koneénej mnoziny A je teda presne tolko, ¢o prvkov mnoziny
{0, 1}A. Z pravidla mocnenia potom dostdvame:

Désledok 1. Nech A je lubovolnd koneénd mnoZina takd, Ze |A| = n. Potom

|2(4)] = [{0,1}"] = 2! = 2.

Z tohto dévodu sa potenéna mnozina 2(A) casto zvykne oznacovaf aj ako 24.

Definicia 4 (Kombindcie bez opakovania). Nech B je koneénd mnozina taka, ze |B| = n a nech
k € N. Kombindciou bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoZiny B nazveme Iubovolni k-prvkovi
podmnozinu mnoziny B.

Mnozina vSetkych k-prvkovych podmnozin koneénej mnoziny B — ¢ize mnozina vSetkych kombinécii k-tej
triedy z B — sa zvykne oznacovat ako & (B) alebo ako (f)



Veta 4. Nech B je lubovolnd konecénd mnoZina takd, Ze |B] = n. Nech k € N je lubovolné. Pocet
kombindcii bez opakovania k-tej triedy z n prvkov mnoziny B je

o =|()]= ()=t
Ak navyse k < n, tak |
N

Pri niektorych lohach je vyhodné zapoéitat moznosti viackrat. Pokial kazdi moznost zapocitame rovnako
vela krat, tak predelenim prislusnym éislom dostaneme spravny vysledok. Jedna z formalnych podéb tohto
pravidla je nasledovna.

Veta 5 (Pravidlo delenia). Nech A a B si mnoZiny, k je kladné celé éislo a nech f je k-na-1 zobrazenie
A — B. Potom A
Bl =—.

B ="

Zobrazenie f: A — B je k-na-1 zobrazenie, angl. k-to-1 correspondence, ak plati | f~1({b})| = k pre kazdy
prvok b € B (teda na kazdy prvok b € B sa zobrazi rovnaky pocet prvkov mnoziny A). V tejto reci je

teda bijekcia 1-to-1 correspondence.

— Uloha 1. V Sportke sa tahd 7 &sel zo 49. Kolko existuje roznych tahov, ak zélezi na poradi vytia-
hnutych ¢isel?

Uloha 2. Mame n > 7 knih, ale len 7 volnych miest na policke. Kolko mdme moZnosti na uloZenie
knih na prazdne miesta?

Uloha 3. Kolko prvkov obsahuje mnozina X taka, ze pocet variacii bez opakovania druhej triedy
z prvkov X je 2407

Uloha 4. Mame mnozinu, ktord ma x prvkov. Ak sa pocet jej prvkov zvicsi o 2, tak pocet variacii
bez opakovania tretej triedy z jej prvkov sa zvacsi o 384. Najdite x.

— Uloha 5. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka §tvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby v kazdom riadku aj stipci bolo prave jedno c¢ierne policko?

— Uloha 6. Student m4 k dispozicii 7 povinne volitelnych predmetov. Kolkymi sposobmi si moze
vybrat a) dva, bii tri predmety, ktoré si zapiSe? Vypiste vSetky moznosti.

Uloha 7. V hre Mates sa tahd 5 ¢isel z 35. Kolko existuje roznych fahov, ak nezalez{ na poradi
vytiahnutych ¢isel?

— Uloha 8. V Sportke sa tahd 7 Gisel zo 49. Z nich je Sest &isel riadnych a jedno dodatkové. Kolko
existuje roznych tahov, ak nezalezi na poradi vytiahnutych riadnych éisel, ale zalezi na rozdiele medzi
riadnym a dodatkovym ¢islom?

— Uloha 9. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a,b}, ktoré obsahuji rovnaky
pocet oboch pismen?

Uloha 10. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a, b}, ktoré obsahuju prave 7
vyskytov pismena a?

Uloha 11. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a, b, c}, ktoré obsahuju préve 7
vyskytov pismena a?



Uloha 12. Kolko je 20-prvkovych postupnosti zlozenych z pismen {a,b,c}, ktoré obsahuju prave 6
alebo 7 vyskytov pismena a?

Uloha 13. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka $tvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby bol v kazdom riadku parny pocet bielych poli¢ok?

Uloha 14. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka stvorcovej mriezky o rozmeroch 2n x 2n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby v kazdom riadku bolo rovnako vela bielych a ¢iernych policok?

Uloha 15. Kolkymi sposobmi mozno ofarbit policka stvorcovej mriezky o rozmeroch n x n dvoma
farbami (bielou a ¢iernou) tak, aby bol v kazdom riadku aj stlpci parny pocet bielych policok?

Uloha 16. Vo firme je 8 zamestnancov. Kolkymi spésobmi moZno vybrat skupinu zamestnancov,
ktora sa zucastni konferencie.

Uloha 17. Na ihrisku sa stretlo 6 kamardtov. Kolkymi sposobmi sa mozu rozdelit na dva timy
velkost{

a) 2 ad,
b) 3 a 3?
Pod rozdelenim na dva timy myslime rozklad mnoziny kamaratov na dve triedy.
V nasledujucich tlohéch rozumieme pod kartou usporiadant dvojicu (¢,n) € F x H, kde
F={90,0,&% &} a H=1{23,4,5,6,7,89,10,JQ,K,A}.

Prvky mnoziny F' nazyvame farby a prvky mnoziny H hodnoty. Mnozina hodnot je linearne usporiadana:
2<3<4<b5<6<T7T<8<9<10<J < < K < A Pod pokrovou kombindciou rozumieme
Tubovolnti mnozinu piatich (réznych) kariet. Pre struénost mozeme miesto (c,n) zapisovat ako cn, napr.

or.

Uloha 18. Kolko je vSetkych pokrovych kombinacii?

Uloha 19. Kolko je vietkych pokrovych kombindcif, z ktorych mozno vytvorif postupku piatich
kariet rovnakej farby (straight flush)?

Uloha 20. Kolko je vSetkych pokrovych kombindacii obsahujtcich styri karty s rovnakym ¢islom?

Uloha 21. Kolko je vsetkych pokrovych kombinacii obsahujicich tri karty s ¢islom x a dve karty
s ¢islom y # x (full house)?

Uloha 22. Kolko je vsetkych pokrovych kombinacii inych ako full house?

Uloha 23. Kolko je vsetkych pokrovych kombinacii, v ktorych maji vsetky karty rovnakid farbu
(flush)?

Uloha 24. Kolko je vietkych pokrovych kombindcif, z ktorych mozno vytvorif postupku piatich
kariet Tubovolnej farby, ktoré nie st straight flush (straight)?

Uloha 25. Kolko je vsetkych pokrovych kombinacii, ktoré obsahujui trojicu kariet rovnakej hodnoty
a zvys$né dve inej hodnoty, navzéjom roznej (trojica);

Uloha 26. Kolko je vsetkych pokrovych kombindcii obsahujicich dve karty s ¢éislom x, dve karty
s ¢islom y a jednu kartu s ¢islom z, pricom z # x # y # z (dva pdry)?

Uloha 27. Kolko je vsetkych pokrovych kombinéaci, ktoré obsahuju aspon jedno eso?



— Uloha 28. Na vecierku je n muzov a n zien. Kolkymi sposobmi sa vedia postavit do kruhu, ak
a) nie su ziadne obmedzenia,
b) dve zeny nesmu stat vedla seba.

Uloha 29. Za okriihly stol s 2n stolickami chceme usadit n manzelskych parov. Manzelia musia
sediet vedla seba, ale je jedno, ¢i muz bude napravo od manzelky alebo opa¢ne. Kolkymi sposobmi
ich mozeme usadit, ak

a) rozlisujeme stolicky?

b) nerozlisujeme stolicky?

Kolko je vsetkych pokrovych kombindcif obsahujicich dve karty s ¢fslom z, dve karty s ¢fslom y
a jednu kartu s éislom z, pricom z # x # y # z (dva pdry)?

RieSenie cez pravidlo delenia

e Vyberieme hodnotu a € H pre prvy par — 13 moznosti.

e Vyberieme farby {f, g} € (I;) pre prvy par — (;) moznosti.

e Vyberieme hodnotu b € H pre druhy par — 12 moznosti.

e Vyberieme farby {h,i} € (g) pre druhy pér — (3) moznosti.

e Vyberieme posledni kartu (j,¢) € F' x (H —{a,b}) — 11 - 4 moznosti.

Podla zovseobecneného pravidla si¢inu mé mnozina A takychto usporiadanych pétic (a, {f, g}, b, {h, i}, (¢, 7))
velkost 13- (;1) <12 (3) -11-4. Majme zobrazenie f: A — B, kde B je mnozina moznosti zo zadania,
s predpisom

fa;{f,9},6,{h,i}, (¢, 5)) = {fa, ga, hb, ib, jc}.

Ktoré 5-tice sa zobrazia na pokrovii kombinéciu { fa, ga, hb,ib, jc}? Na prvom mieste musi byt hod-
nota z nejakého paru — to moze byt a alebo b. Na druhom mieste sme museli vybrat dvojicu farieb
{f,g}, ak sme vybrali a, alebo dvojicu {h,i}, ak sme vybrali b. Na tretie miesto sme museli vybrat
druht z hodnoét a, b, ktoré mame dvakrat. Na stvrté zvysni dvojicu farieb a na piate miesto (j,c).
Dostdvame tak dve 5-tice (a, {f, g}, b,{h,i}, (4,¢)) a (b,{h,i},a,{f,g}). Podla pravidla delenia tak
mame

A 13 ()12 () 114

|B| =
2 2

= 123 552.

Riesenie bez pravidla delenia

e Vyberieme hodnoty {a,b} € (g), ktoré sa vyskytnu dvakrat — (

mnozine {a, b} si oznac¢ime tak, aby platilo a < b.

13

2) moznosti. Hodnoty v

e Vyberieme farby {f, g} € (5 ) pre par s hodnotou a — (;1) moznosti.

4

e Vyberieme farby {h,i} € (g) pre par s hodnotou b — (2

) moznosti.

e Vyberieme poslednu kartu (j,¢) € F' x (H — {a,b}) — 11 - 4 moznosti.



Podla zovseobecneného pravidla stéinu mame (123) : (;J‘) . (;") -11 -4 moznosti, ako vybrat usporiadant
stvoricu ({a,b},{f, g},{h,i}, (¢, 7)), ktorej priradime pokrovii kombindciu { fa, ga, hb, ib, jc}. Takéto
zobrazenie je bijekcia. To moZeme ukdzaf tak, ze opif zistime, ktoré 4-ice sa zorbazia na pokrovi
kombindciu { fa, ga, hb,ib, jc}. Na prvom mieste musia mat mnozinu dvoch hodnot vyskytujicich sa
dvakrdt — to mus{ byt {a,b}. Na druhom mieste musi byt dvojica farieb mensej hodnoty, na tretom
dvojica farieb vicsej hodnoty a na Stvrtom ostava dvojica (i, c¢) pre kartu mimo péarov. Vzor kazdej

pokrovej kombinécie je teda urceny jednoznacne, teda ide o bijekciu. Preto je pocet dvoch parov

() () oo

Velmi ¢astou chybou pri riesend takychto zloZitejsich tloh byjva chybné uréenie toho, kolkokrdt sme
zapocitali kazdi moznost. Preto pri riesend kombinatorickijch tloh si ddvajte pozor na to, ¢i ste nieco
nezapocitali viackrdt. A ak hej, tak si dobre skontrolujgte, kolkokrdt ste kazdy prvok zapoéitali a ¢i je
to rovnako vela. Pri niektorijch rieseniach totiZ moZeme zardtat mozZnosti rozne vela krdt — a to sa
potom tazko opravuje na sprdavne riesenie.

Program vypisujici moznosti

Problém zapoéitavania moznost{ viackrat si mozeme ilustrovat aj na tom, aké programy zodpovedaji
tymto rieSeniam.

#include <bits/stdc++.h>
#include "Combinatorics.h"

using namespace std;

set<int> difference(const set<int> &A, const set<int> &B) {

set<int> C;
for (int a : A) {

if (B.count(a) == 0) {

C.insert(a);

+
}
return C;

}

// Mnozina hodnot, pre jednoduchost mame 11 = J, 12 = Q, 13 = K, 14 = A
set<int> H = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14};

// Mnozina farieb: S = srdcia, K = kary, T = trefy, P = piky

set<char> F = {'S', 'K', 'T', 'P'};

void dva_pary_1(0) {
ofstream outf ("dva_pary_1.txt");
int pocet = 0;

for (int a : H) {
for (auto s : combinations_without_repetitions(F, 2)) {

char f = *(s.begin());

s.erase(s.begin());

char g = *(s.begin());

for (int b : difference(H, {a})) {

for (auto t : combinations_without_repetitions(F, 2)) {

char h = *(t.begin());
t.erase(t.begin());
char i = *(t.begin());



for (char j : F) {
for (int c : difference(H, {a, b})) {

outf << f << a << " "
<K g<k<axc"
<< h << b<< "™
<< i << b<g ™"
<< j << ¢ << endl;

pocet++;

}
}

cout << pocet / 2 << " moznosti\n";

}

void dva_pary_2() {
ofstream outf ("dva_pary_2.txt");
int pocet = 0;

for (auto r : combinations_without_repetitions(H, 2)) {
int a = *(r.begin());
r.erase(r.begin());
int b = *(r.begin());
for (auto s : combinations_without_repetitions(F, 2)) {
char £ = *(s.begin());
s.erase(s.begin());
char g = *(s.begin());
for (auto t : combinations_without_repetitions(F, 2)) {
char h = *(t.begin());
t.erase(t.begin());
char i = *(t.begin());
for (char j : F) {
for (int c : difference(H, {a, b})) {
outf << f < a < " "
<K g<<a<<"™"
<< h << b << " "
<€ i <KKbk ™"
<< j << ¢ << endl;
pocet++;

}
}

cout << pocet << " moznosti\n";

}

int main() {
dva_pary_1Q0);
dva_pary_2();

Program vyuziva kniznicu Combinatorics.h, na ktorej pracuje studentka Nadiya Balanchuk v ramci
ro¢nikového projektu. Mozete si ju stiahnut zo strdnky: http://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/
rp.html. Hore uvedeny program si mozete stiahnut na: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/
uktg/cvika/poker. cpp.

Funkcia dva_pary_1 vypisuje kazdé riesenie dvakrdt (mozete si overit vo vystupnom stibore, ndjdete


http://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/rp.html
http://davinci.fmph.uniba.sk/~balanchuk2/rp.html
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg/cvika/poker.cpp
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg/cvika/poker.cpp

tam napr. K2 P2 K3 P3 K4 aj K3 P3 K2 P2 K4, ¢o zodpoveda tej istej pokrovej kombindcii). Preto
vysledny pocet delime dvomi. Za to funkcia dva_pary_2 zapisuje do stiboru kazdi moznost préve raz.

Tiez si mozete na tychto programoch vsimntt princip bijekcie (prip. inych zobrazeni k-na-1)

Vysledky tuloh
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16. 2°

17. a) (5) = (1) = 15, b) 5(;) = 10
18. (7

19. 9-4=36

20. 13-48 = 624

21. 13- (3) - 12 (;) = 3744

22. (7)—13-(3) - 12 (5) = 2595216
23. 4. () =5148

24. 945 —40 = 9176

25. 13- (3) - 48-44/2 = 54912

26. () - (4)"- 44 = 123552

27. (552) o (458)'






